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: DANS DES ESPACES EUCLIDIENS 
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Danilo Blanuša, Zagreb 


II. Lesespaceselliptiques 


/ 
5. L’espace elliptique d 3 dimensions 


Dans ce qui suit nous désignerons par El, un espace elliptique pee 
An dimensions. Ainsi le plan elliptique que nous avons traité dans 
_la premiére partie sera désigné par El, et les cercles géodésiques : 
 seront des El,. a 
Ž Pour s bećake le plongement d'un El,, nous procédons d’une i e 
 maničre entičrement analogue 4 celle que nous avons employée 
pour arriver aux formules de plongement (26) 4 (30) pour un 
_ Ei. Ici encore, nous conservons la condition supplémentaire que 
les géodésiques doivent &tre des cercles de l’espace ambiant. 
= Prenons donc comme point de départ un S, (espace sphérique “a 
a3 dimensions) que nous supposons plongé dans un R,. LA ' BE: 
e cette hypersphčre du R, sera : im 


. Irme rod? RA, (73) 
si nous prenons son centre au point (0,0, 0, —R), les coordonnées 


tangulaires dans le R, étant €, 7, £, 0. Nous appelons »p6le nord« ee 
point P (0, 0, 0, 0) et se équatorial« la i o (espace spherique ae 


ry 
da 


dimensions) ayant les équations Fete 
| e+ n+ = Re, we (74) 
e=—R. Pee hie) 


a des coordonnées sur le S,, nous appelons } 
le rayon-vecteur d'un. point M du S,, issu du 
I e o. La projection: de ce rayon-vecte ss 
pour extrémité un point ok sur 1 S. 
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t =Rsindđsin 0, (76a) 
n=Asin8cos o, (76b) 
t=Rcosd , (76c) 
on aura, pour le point M du Sz, 
§ = Rsin9sindsin o, (77a) 
n= Raintsind cos@, (77b) 
¢ = Rsintcos5, (77c) 
o=— R(1—cos?). (77d) 


Nous appellerons donc #, 8, p les coordonnées du point M sur le S,. 

En identifiant les points diamétraux du S, on obtiendrait un 
El,. Pour effectuer cette identification, nous nous bornons a la 
moitié du S, contenant le point P et ayant le S, équatorial comme 
frontičre A 2 dimensions. Ainsi de chaque paire de points diamé- 
traux nous n’avons gardé qu’un, exception faite des points diamé- 
traux du S, équatorial. Il faut donc identifier les points diamétraux 
DeTcen 5: 

En assujettissant les variables #, 6, p aux inégalités 

—3<0<5, -Zea<t, —i<o< o (78) 

on obtient une correspondence biunivoque entre les points de la 
moitié du S, et les points du El, obtenu. 


Or, compte tenu de la condition concernant les géodésiques, 
le El, provenant du S, équatorial par identification des points 
diamétraux ne peut étre plongé que dans un R,. Les semi-méri- 
diens du S, passant par P deviennent des cercles géodésiques et’ 
la paire de points de chaque semi-méridien, situés sur le S» equa- 
torial, devient le point diamétral Q sur le cercle géodésique respec- 
tif, ce point se trouvant sur le El, provenant du S, équatorial. 
Nous appelons ce El, le El, conjuguć au point P. 


Le point P ne peut pas se trouver dans le R, déployé par le 
El, conjuguć. En effet, la distance du point Pa un point quelconque 
du El, conjugué, est égale A R, car c'est le diamétre d'un El, pas- 
sant par P. Si le point P se trouvait dans le R, du El,, il devrait 
étre le centre de l’hypersphére S a du El,. Mais le rayon de cette 
hypersphére n’est que - Le point P est done hors du R, dé- 
ployé par le El, conjugué et, par conséquent, les diamétres des El, 
passant par P déploient un R,. En vertu du théoréme mentionné 
au paragraphe 1, ces diamétres, étant les premiéres normales de 
leurs El,, sont tous perpendiculaires au R, tangent au El, cherché. 
Le R, de ces diamétres est done complétement perpendiculaire A ce 
R,, et cette position relative ne peut se présenter que dans un R, 
au moins. Nous verrons que ce nombre de dimensions est aussi 
suffisant pour effectuer le plongement désiré du El,. 


Les espaces elliptiques... 83 


Nous allons maintenant choisir les axes de coordonnées rec- 
tangulaires dans le R, ambiant. Le point P sera Vorigine et les 
axes €, 7, € se trouvent dans le R. tangent au El,. L’axe o sera 
la droite PS, le point S étant le centre du 4 ambiant du El, con- 
jugue au point P. Le sens positif de Vaxe o soit opposé a PS. 


A deux valeurs 6, p (7 variable) correspondent les points d'un 
mećridien passant par P sur le S. (77) ainsi que la direction de la 
tangente a ce méridien au point P. A ces mémes valeurs de 0, p 
correspondent les points d'une géodésique du El, passant par P 
ainsi que la direction de la tangente a cette géodésique au point P. 


correspond le sens po- 


< = JU TT 
En particulier, aux valeurs 9 = ik aos 


sitif de Vaxe € dans le R, ambiant du S. (77), aux valeurs 6 = = 
p = 0 correspond le sens positif de l’axe 7 et 4 o = 0 le sens positif 
de l’axe Čč. Nous choisissons les axes €, 7, ć dans le R. tangent au 
El. au point P de sorte que la méme correspondence ait lieu. Bref, 
les axes €, 7, € sont choisi de la méme maničre dans le R, tangent 
au El, comme dans le R. tangent au S, au point P. Pour fixer les 
directions des axes u, v, x, y, z qui nous restent a choisir, nous les 
menons par le point P parallélement aux axes wu’, v’, x, y’, 2” me- 
nés par le point S dans le R, ambiant du El, conjugué au point P, 
ces derniers axes étant choisis de sorte que les coordonnées respec- 
tives satisfassent des relations analogues aux relations (26) a (30) 
avec les valeurs 6, o, la valeur de # étant = sur tout le El., con- 
jugué. Un point du El, aura, dans ce dernier systčme du R., des 
coordonnées uw’, v’, x, y’, z’ qui seront égales aux coordonnées u, v, 
x, y, z de ce méme point. dans le systéme u, v, x, y, z, &, 4, 6, 0 
dans le R,, car les axes u, v, x, y, z sont paralléles aux axes u, v, 
x’, y’, 2’, et issus de deux points P et S situés sur l’axe o qui est 


_perpendiculaire a V'espace (u, v, x, U, Z). 


Pour avoir les coordonnées d'un point quelconque M du El, 
situé sur un El, passant par P, nous considérons le plan de ce El, 
en nous servant de la fig. 1 oi Von devra remplacer Vangle 26 par 
langle 2%. Ici encore, comme dans le cas du plongement du ELl,, 
les semi-méridiens passant par P sont pliés en cercles, et les lon- 
gueurs d’arcs étant restées les mémes tandis que le rayon est réduit 
A la moitić, les angles des rayons-vecteurs seront doubles. Il faut 
donc remplacer 9 par 29, l’angle # ayant pris le role de langle 
6 dans le cas du plongement d'un El,. Nous avons donc 


PM' = * sin 20. (19) 


Mais M’ est la projection du point M sur la tangente au El, au 


point_P, P, c’est done aussi la projection sur le R, tangent au ” Ely 


c. a. d. sur l’espace (ć, 7, 6). Comme dans le R, metal au S, (77) 
nous aurons donc les coordonnées 
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£ = PM’sind sing = Žž sin28sin8 sino, (80) 
2 Noi " 
y = PM sind cos # = 2 sin28sind cose, (81) 
6 ita satis 
t = PM cos} = 3 sin cos. (82) 


Pour la distance PM“ nous obtenons de la fig. 1 
PM’ = (1-2 305. (83) 


Cherchons maintenant les autres coordonnées. Le diamétre PQ 
est contenu dans l’espace (0, u, v, x, y, 2) et M" est la projection 
de M sur cet espace, ce qui résulte d'un raisonnement tout a fait 
analogue a celui dont nous nous sommes servi dans le cas du plon- 
gement d'un El,. Les coordonnées u, v, x, y, z du point Q sont 
données par les équations (26) 4 (30) et, P étant a Porigine, les co- 
ordonnées de M” résulteront de celles du point Q en les multipliant 
par 
R 
2 — (1 — cos 26) 
= = 2 = > (1 — cos 20) = sin? . (84) 
On aura donc pour les coordonnées u, v, x, y, z du point M” qui A 
sont aussi celles du point M, 


= nad nuto a ea AB) 
cm 2 sičtsntoc2a, 66) 

R = 7 > a si 
x= 2 sa tae sing, a: S (87) 


2 


R Pe 


4 
4 


> 
4 
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car PQ est le diamétre R des cercles géodésiques et SP est le rayon 
du S, ambiant du El, conjugué. Nous obtenons donc pour la co- 
cordonnée o du point M 

o B+ won 6): (91) 

V6 

Les equations (80) a (82), (85) a (89) et (91) déterminent.le El, plonge 
dans un R,. Par un calcul simple on voit que ces fonctions satisfont 
a l’équation de l’hypersphére S, du R, 


Pa a ye LE (o+ VE R) = =. m (od) 


Pour plus de symétrie, nous deplacons le El, de sorte que le centre 
de l’hypersphére coincide avec lorigine. L’équation (91) sera donc 
remplacée par 


o= Re m + cos 20) (93) 
\6 2 
et l’équation de l’hypersphére devient 
2 
pu a eee beige ae (94) 
On vérifie aussi que les équations 
> 2 2 2 # Ex: X 
bi ak eet o sk o— gk > (95) 
u? — a = (e + \2z u i R). (96) 
u(y*—a)=2xyv, (97) 
u (n? — 2) = 2énv, (98) 
1 = Susy, 
At TS eo) s i? (eet) (c KA ge: ye R) » (99) 


sont satisfaites. L’élimination des paramétres est donc achevée et 
es équations (94) a (99) mettent en évidence qu'il s’agit d'un espace 
algébrique. 
Le calcul du ds? fournit 
ds? = du2 + dv? + dx? + dy? + dz? + dé + dy? + dt? + do? = 

= R2 (d0? + sin20 d82 + sin? 0 sin?5 d@) (100) 
+t le méme ds? appartient au S, (77). Le plongement du El, est 
Jone isométrique. 
| Nous renvoyons 4 plus tard la question, si toutes les géodési- 
yues sont des cercles. 
Au lieu d’étudier directement les propriétés de ce El, nous 
4cherons d’abord a généraliser les résultats obtenus et a trouver 
plongement isométrique d’un El,, n étant quelconque. 
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6. L’espace elliptique d n dimensions 


Thćorčme 10. L’espace elliptique d n dimensions El, peut 
étre plongé dans un espace euclidien Ry d N=n(n~+ 8)/2 dimen- 
sions de sorte que toutes les géodésiques soient des cercles. Sous 
cette condition le nombre de dimensions de cet espace ne peut pas 
étre rabaissć.. Soient xu (k=1, 2,...,it1;i=1, Debi ates 
n(n + 3)/2 coordonnées rectangulaires dans Vespace ambiant Rn et 
Wyy+++) Wa les parametres servant de coordonnées sur le El,, ce 
plongement est donné par les équations 


R < 
Bee tar sin? yp, sin? p,_, ++. sin? i411 8in 2y, sin, | .-- siny; (101) 
(i=TR2F nt) 


ers ‘ ‘ : 
dejta sin? p, ...sin?W,,, sin 2Žw, sin\,_, ... sin, cosp,_ (102) 


(s=2,...,r:. T= 2005 mana 


aa = V: xs x sin”, --- Sin? g (3 + cos 2, ) (103) 
, (s=12,...,.n ao 
Pour s = i Véquation (101) ne contient pas rie facteurs 
siny,1...siny, et pour s=n les facteurs sin? pa...sin® y.41: 
Pour r=s Véquation (102) ne contient pas les facteurs sin y,-1... 
; .sinw, et pour r =n les facteurs sin? ya... sin? y,4;. Pour s =n 
Véquation (103) ne contient pas les facteurs pi a se Sin? wie 


Ce El, se trouve ae une hypersphere ša du Ry Satient 


ayant le rayon R Zar > e et e centre ox Vorigine. Sok equation est 


done of 
ey X "a 


t z La 
La J , pe - e < : 
u S I as # Py ht s == Fp >> 83 545% ud sd | 


"E 
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_ Pour s =n Véquation (105) donne Véquation (104) de Vhypersphere, 
_ la somme dans le second membre n’existant pas. 


_ peut avoir lieu que dans un Ry,,N,; =N+1+(n+1)= 


On voit facilement qu’en désignant les coordonnées 2,,, X,,; Leds 
oo Logi X31, Tao Lz, Xzq Par U, v; x, y, 2; &, n, C, @ et Wy, Wo, 
wy, par y, 8, 9 on obtient pour n = 2 les équations (26) a (30) et 
(31) A (33); pour n = 3 les équations (80) a (82), (85) a (89), (93) et 
(94) a (99). Le théoréme est donc valable pour n = 2 et n = 3. Pour 
demontrer le théoréme par induction compléte, nous le supposons 
valable pour un certain n et nous démontrons qu’il est alors valable 
pour n+ 1. 

Nous cherchons donc le plongement d'un El,+;. Prenons com- 
me point de départ un S,+, ayant son centre au point —R de l’axe 
Ln+i,n+2, les coordonnées rectangulaires du R,+» ambiant étant 


Lati,t,)-++,)Unti,n42- L’équation de ce S,4; sera donc 
n+1 
Vi Matte t Gotingy + R= Re (107) 
s=1 
Le point P (0,..., 0) étant a l’origine, nous considérons la moitié 
du S,+2 contenant le point P et ayant le S, équatorial 
Zelina lie (108a) 
n+l 
y x44, R2 (108b) 


s=|1 
pour frontičre. Pour obtenir un El,+, , il faut identifier les points 
diamćtraux du S, équatorial qui devient un El,. Ce El,, par hy- 
pothése, ne peut étre plongé de la maničre exigće que dans un Ry, 
N =n(n~+ 8)/2. Le point P est a la distance R de tous les points 
de ce El, conjugué, car les semi-méridiens passant par P sont pliés 


en cercles ayant le diamétre R. Mais le point P n'est pas dans 


l'espace ambiant Ry du El, conjugué, car alors il devrait ćtre le 
centre de Vhypersphčre Sn—1 dont le rayon est RASNE , tandis 


que sa distance au points du El, est égale 4 R. Les diamčtres des 
n(n -+ 8) aay 
2 


El, passant par P déploient done un Rn+41, N a 


qui est complétement perpendiculaire au R,+1 tangent au El,+1, 
en vertu du théoréme du paragraphe 1. Cette position relative ne 
: n(n +3) 

s nanio: 


+n+2=(n+1)(n + 4)/2. La formule pour le nombre de dimen- 
sions de l’espace ambiant est done exacte pour n +1. 

Pour introduire des coordonnées puze TU, EI sur-le Eloei, 
nous les introduisons sur le S,+; (107) de sorte qu'on ait 
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%n41,1 = RsinY, +1 51D V, ++ sin WY, (109a) 

Xn41,7= Rein, 41--- sin, cos, (109b) 
(among es Tt tL) 

Sn, mea = — RCL — cos Pg) - (109c) 


Pour avoir les équations analogues du S, équatorial (108), on n'a 
qu’a poser Voi et on obtient (108a) 4 cause de (109c) et, en 
outre, 

= Rsiny, sin, _}--- sin W1, (110a) 
= Rsiny,...sin, cos ,_; (110b) 
(r=2,3,..., eae 


Ces derniéres équations déterminent aussi la direction de la tan- 
gente 4 un méridien passant par le point P et donné par les valeurs 


LET 


*n+1, r 


Wi+++) Wn, cette direction étant déterminée dans le R,41 tangent 
au S,+i1par les rapports des variables %n1;1,, (r=1,2,...,” ole 
En assujettissant les variables y,,...,Wn+1 aux inégalités 

—F <u, <5 0S1..4040 (111) 


on obtiendra une correspondence biunivoque entre les points ainsi 
admis de la moitić du S,4, et le El,+, obtenu par l’identification 
des points diamétraux. 

Il faut maintenant fixer les axes de coordonnées dans l’espace 
ambiant Ry. Choisissons PS comme sens négatif de laxe %n+1, n+2. 
S étant le centre du Sy; ambiant du El, conjugué au point P qui 


nous sert d’origine. Menons les axes 2n41,, ("= 1,2,...,% + 1) par 


le point P de sorte que les directions des El, passant par P soient 
déterminées par les équations (110) comme dans le R,+; tangent au 
S41. Menons les autres axes xy, (kK=1,..., i+1;i=1,..., n) par le 
point P parallélement 4 des axes x’, qu'on devrait mener par le 
centre S afin que le El, conjugué fit donné par des équations ana- 
logues aux €equations (101) 4 (103). Ainsi a des valeurs données de 
Wy +++,5Wn appartient une certaine direction de la tangente au 
El, passant par P et un certain point Q sur le El, conjugue. Cette 
tangente et ce point Q déterminent le plan du cercle El, respectif, 
et comme PQ est perpendiculaire au R,41 tangent, done aussi A 
la tangente donnée, PQ sera le diamétre de ce cercle. 

Il nous reste 4 trouver les coordonnées d'un point quelconque 
M sur un tel cercle géodésique. 

La distance PS est obtenue du triangle rectangle PSQ dont 


Vangle droit est a S, le cété SQ étant le rayon et. R du 
| 2(n + 1) 


those... 
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i Sv—; ambiant du El, conjugué, et PQ le diamétre des El,. On a, 
par conséquent, 


< | 2 .n \ nr 2 
PS= \/ R? — ———~ R2 = eS 
° Va 2(n+ 1) x ‘i 2(n + 1) (112) 


| En désignant par x les coordonnées du point Q on obtient les 


coordonnées x;, de M d’une facon entiérement analogue comme au 
_cas du El,. On aura ici 


eis 
PM = a sin 2,4) 


(113) 
comme analogue de (79). 
Vu les equations (110) nous aurons comme analogue de (80) a 


(82) les €quations. 


R 
Past doy ae sin 2y,,, sin), ...sinp;, (114a) 


“= a sin 2p, ,, sin W,, ... sin, cos,_; (114b) 


(= Z, 809m F4). 
(Pour r= n + 1 les facteurs siny, ...sin y, dans (114b) n'exi- 
stent pas.) 
La distance PM”, d’aprés la fig. 1, sera 


|e lk = (1 — cos2W,,,) = Resin? y, +1 (115) 


et on aura comme analogue de (85) a (89) 
x, ip = sin? le «X (116) 
(rides. tri Ped Zen) 
les r( étant donnés par les formules (101) 4 (103). Finalement, il 
faut trouver la coordonnee Tn+1, n+2 de M. Nous aurons, compte 
tenu de (112) et (115), 


PM? Radon E2 
mm CS PQ = — jen: +1) ( — cos 2,41). (117) 


Ici encore nous déplacons le El,+1 en augmentant la coordonnée 


n+1 kote. 
Tni-1,n+-9 de V LITEIE La valeur définitive de X,+1,n+2 sera donc 


n+2 R 
sn Vain 2 leka + omen} (19 


On voit facilement que les équations (114), (116) et (118) résultent 
des équations (101) 4 (103) en remplacant n par n+1. Ces derničres 
&quations sont donc valables pour n + 1. 

Passons a Vequation (105) ou nous remplacons nt pan rio ce 
serait donc l'equation 


ee 
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i+l n+1 


nai R Xs,s+1 2 
ora ao) desetu Pasu 
) ) a ik 2 +0 [aura M \2s(s-1) | 
s=r+1 


i=1 k=1 
(Gp a 0009 Bam 


Supposons d'abord r < n. Vu les ćquations (116), le premier membre 
sera 


ro tel Mina 
Di 2 a = sin’, 41 y PRESE (120) 
i=l k=1 =1 k=1 


A Vaide de (116) et (118) le second membre de (119) sera égal a 


Th 


R = Xs, s+1 
2r(r+ = — sin? vw ee = 
rag VE ewer V2s(s + 1) 

1 


s=T- 


vi a2 Rk ? 
\2(n + 1) (n 4 2) Vi 2 Pepe sja 


=2 SASS por. pram ee i +e 
rota] sin Watt ILGKD + IE Sy sin? vas] 


=sinty,.)2r (r+ 1) lees, — y) Rocco 2 SA 


s=r+1 


Vu Véquation (105), l’équation (119) est done valable pour eat 
Soit maintenant r = n + 1. Le premier membre de (119) devient | 


n+1 itt n itl 
VY 2-Vy a, yao za M NEE (122) 
i=Lk=L Te a 1 =1 k=1 
Mais, des équations (114) om deduit 
' ? Fee uit aisément stevigh lr sat 
Nam Fatt E 
; pnt ee” 


. Compte ten enu < de (1 


Les espaces elliptiques... sil 


/ Mais c'est cette meme valeur qu’acquiert le second membre de (119) 
pour r = n + 1, la somme n’existant pas. L’équation (119) est donc 
démontrée. 

Il nous reste a considérer ]’équation (106). En remplacant n 
par n +1, on Vobtient sous la forme 


“ n-+1 
— ree s 1) 
4a, ot D a sa & =i Xs eft 2 “= I 
A jel n+2 2 s+1°*: aig D 
i=] Peg 


== rd == jedi @F@—s-1,.5.,7n pd: s= 1... 2). (126) 


EI i=1 


Supposons d’abord s<n—1, r<n. Le premier membre devient, 
A Vaide de (116) et (118), 


s 


‘ @ 7 (ATP pk 25 (Q-a 
sin Wag 4 [ei] A} [x] |- ga, +VA5 Zs +1 SIO Wag + 


i 


(s — 1) ee ree: s—1 Pegaz va Ž 
V2i(i +1) \2(n +1) (n 4 2) Vee 2 a 
L 


n 


+ sin? Watt 


i= 


s 


tee. ie @ 7 oplcs=1a 
ao ea i 
k=1 


ame’: 

> esl Te as 

mee NEGF D 
c. a d. le premier membre de (126) est égal au premier membre 

_ de (106) écrit pour les x et multiplić par sin 1? 1,41. 
Le second membre de (126) devient évidemment égal au second 

membre de (106) écrit pour les #( et multiplić par sin? y,+1. 
L’équation (126) est done valable pour s<n—1, r<in. 


Supposons maintenant s =n, r=n +1. Le premier membre 
de (126) devient, en vertu de (114), (116) et (118), 


: Kaki ; 5 
sint 0, + 4 [EF at] AP may sinty, | — m ee 


= 2n x n—>1 n + 2 R n 
2 a) sat mag, “daa re 
+ sin Watt nebi Sani y2(n +1) (m + 2) 2(n +1) 2 n+2 
; 2 : R2 2 
+ ee2v,..)| = sint 4 1 sin? 2p, 41 sin? p,° apt 4 EA . 


a1 -R. (Q ; se’ 
jE n+12 E ao sinty, 4) = 


R2 
n-1 COS 20° ra cos?2w,. (128) 


= asu n+1 Sia 220.41 sin? yp, 
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Le second membre de (126) devient pour s=n T=" + 1, compte 
tenu de (116), (118) et (114), 


‘ TR R? Ree) 
sint nadi [x ES sin? 2,44 cos, = ae sin? 2W,+1 sin” 1, | = 


k= 


scale yh X OPA sint2y, ja c0220,,. (129) 
k=1 = 
Mais on obtient aisément, d’aprés les formules (101), (102), 


M LT = — sin 22 ,- (130) 


En substituant cette valeur dans (129), on voit qu’on obtient la va- 
leur de (128). L’équation (126) est donc aussi yalable, si l’on pose 
s=n r=nt 1. 

Les équations (105), (106) étant ainsi démontrées par induction 
complete, il nous reste 4 montrer que le plongement est isométri- 
que. Ici encore nous employons l’induction complete. 

Comme un S, ayant les équations (110) posséde la forme mé- 
trique ' 

do? = R?(dw?, + sin? yp, Atos + sin? p, sin?y,_, dw?,_. +. 

: .+ sin +. sin? Wo dw,”) , j 31) ‘ 
ce méme te dole appartenir au El, donné par les equations (101) 
4 (103), car nous supposons ce plongement isométrique. Il faut mon- 
trer que les équations analogues pour un El,+1 donnent un ds? 
peak Ci os d. 

tReet opt ran age mA (1928 
Caleulons done Losa > alt Ra Oe zak dnom ina (uQik ales 

mH dob 
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n+l n+ 1 


y = KR obou nar Oe (137) 
ž k=1 =I ; 
et 
n+1 
3 ae, = do, (138) 
k=1 
do? étant l’expression (131). 
Formons 
dx 41, k = (cos Vaki 2 Šk :! dW,+1 — = sin 2,44 dé,)? = 
2 = cos? 245° 2, dy? bi sin' 22,4148, + 
— sin 2V,+1 cos 2044 : $, dWw,iidi,. 2 (139) 
En substituant (135), (139) et la différentielle de (118) dans (133) 
X a 
n itl n+1 
7 a= {in 20419) y pee P+ #24418) ana ' s 
, i=1 k=1 ae, 
a n ma ae 
ki n+2 
ee Si ey, £2021) dvie atv M) ii [ane + 
=] I=1 
aa n i+H 
+ 1 ein? 20), i by d&, + bee: sin? Vat ou “i dx'Q) ie 
, i=1 , i=1 keel e 
aie kra 
= "E 3 > B= < st Z = 
i Sei saa ~- a Oana Ho egw) ra mii ‘ s u P= 
E s nous avons E rs ~ 6 


pi Ktza 
z“. 


- kala: Ta 


kak Ej da o 


94 Danilo Blanuša, Zagreb, 


les points désignant le dernier terme du second membre dans (140), 
linéaire en d V,+1. Pour obtenir (132), il faudrait encore montrer que: 
ce dernier terme s’annule. Au lieu d’une vérification analytique, 
nous allons donner un raisonnement géométrique qui est plus inte- 
ressant. A cet effet nous prouvons d’abord un lemme dont nous. 
aurons a faire usage. 


Lemme. Soit donné un quadrilatere MQQ,M, (qui nest pas 
nécessairement dans un plan) dont les cétés sont MQ = M,Q, =a, 


QQ, = «, MM, = 9, a étant une valeur fixe tandis que e et  ten- 


dent vers zéro de sorte que = reste borné et, en meme temps, 
Vangle QQ,M, tende vers =. On en conclut que Vangle N,MQ tend 


* Te 
aussi Vers ZK 


En particulier, il est admissible que ¢ et 7 soient des infini- 


ment petits de meme ordre. 


Soient 
—> —> -—> ——> 
MQ Zap» QQ; =eq0, OQ: Mi = aro, MM ="ns, (144) 
Po, Gy, Lo, Sa Etant des vecteurs unitaires. On a , 
aa apy + €qo + arp —NS0- (145) 
Formons 


2 LOY = Gope +t bard dat io Mane wart 
— > +20? poro+2aeqoro. = = ~ (146) 
Il s’ensuit — 


a: 7% reče 
Me oo ge ee 


kan pa, in 
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sissons une ligne w, (r<n +1), c. a. d. une ligne le long de la- 
quelle seul y, varie, cette ligne passant par P. Soit M, un point 
voisin de M sur cette ligne. Le El, voisin passant par P et M, aura 
le point Q,, voisin de Q sur le El, conjugué et Q, Q, seront sur la 
| ligne y, passant par Q, car ce n’est que la variable 7,4; qui change 


le long d’un El, passant par P, cette variable étant égale A = sur 


tout le El, conjugué. Le point Q, a donc les mémes valeurs des 
variables que M,, exception faite de la variable yn41. 

Nous demontrons d’abord que la tangente t a la ligne passant 
| par Q est perpendiculaire a la tangente t, au cercle PMQ en ce 
méme point, et aussi 4 la droite MQ. En effet, cette tangente t est 
perpendiculaire a la droite PQ, car tous les points de la ligne y, 
+ sont a la méme distance PQ = R du point P. Mais la tangente t est 
* aussi perpendiculaire a la tangente t, au. El, PMQ au point P. En 
' effet, tout le El, conjugué se trouve dans un Ry (N = n(n + 3)/2) 
i qui, de son cOté, est contenu dans le Ry; déployé par les diamč- 
| tres issus de P et qui est complétement perpendiculaire au R p+; 
i tangent au El,14; au point P. Toute droite du Ry+; et aussi du Ry 
+ est done perpendiculaire a toute droite du R,4, tangent. Par con- 
séquent, la tangente t, contenue dans le Ry ambiant du El, conju- 
gué, est perpendiculaire a 12 tangente t,, contenue dans le Rn41 
i tangent au El,4;. La tangente t est done perpendiculaire 4 deux 
droites du plan PMQ et, par conséquent, a toute droite de ce plan, 
done aussi a la tangente t, et a la droite MQ. 

L’orthogonalité de la ligne w,+1 par rapport aux autres lignes 
de coordonnées est donc établie pour les points Q du El, conjugue. 
De plus, nous savons que le segment QQ), fait avec MQ un angle 


qui tend vers = lorsque MM, tend vers zéro. Ceci est €videmment 


aussi valable pour l’angle forme par QQ, et M 124, les points voisins 
Q et Q, étant choisis arbitrairement. Mais QQ, et MM, sont des 
cordes correspondant A un accroissement Ay, de la variable yw, et 
ce sont donc évidemment des infiniments petits de méme ordre. 
Les segments de droite MQ et M,Q, sont égaux, car ce sont des 


cordes de cercles égaux appartenant au méme angle 2 (zw, a 
En appliquant le lemme démontré tout a l’heure, nous pouvons donc 


conclure que l’angle M,MQ tend vers = lorsque Ay, tend vers 


zéro, c.a.d. la tangente t, A la ligne y, passant par M est perpen- 
diculaire 4 la droite MQ. D’un autre cčćte les distances PM et PM, 
sont les mémes, car ce sont les cordes du méme angle 2,+1 appar- 
tenant 4 deux cercles géodésiques au méme rayon R/2. Le triangle 
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TU 
PMM, étant isoscéle, Pangle M,MP tend vers > lorsque MM, tend 


vers zéro. La tangente t, est done perpendiculaire a PM; -¢; 2... 
elle est perpendiculaire aux deux droites MQ et PM du plan PMQ. 
Elle est done aussi perpendiculaire 4 la tangente t, de la ligne 
wn+1 (qui est précisément le cercle PMQ) passant par M. Nous avons 
ainsi démontré que le terme indiqué dans (143) par des points doit 
s’annuler. 

La démonstration du théoréme 10 est achevée, exception faite 
de l’affirmation que toutes les géodésiques du El, sont des cercles. 
Nous reviendrons sur cette question plus tard. 


7. Les mouvements des espaces elliptiques dans eux-mémes 


Théoréme 11. Etant donné un espace El, plongé isometri- 
quement dans un Ry (N=n(n+3)/2) selon les formules (101) d (103) 
et, en méme temps, dans Vhypersphere (104), on obtient les mouve- 
ments du El, dans lui-méme par des mouvements euclidiens du Ry 
ambiant laissant fixe le centre de Vhypersphére. Au cas ou n est 
pair, ce sont aussi toutes les représentations isométriques du El, sur 
lui-méme. Au cas olf n est impair, il faut ajouter une transforma- 
tion orthogonale au déterminant —1 des coordonnées de l’espace 
ambiant pour obtenir toutes ces représentations. 

Pour n = 2 ce théoréme est identique au théor€me 1 (para- 
graphe 3). Nous pouvons done employer linduction complčte en 
supposant le théoréme 11 exact pour un certain n et démontrer 
qu'il est alors exact pour n + 1 aussi. 

Considérons d'abord un mouvement du El,4, dans lui-méme 
laissant fixe le point P. Par un tel mouvement le El, conjugué au 
point P restera le méme, c? a. d. ce El, conjugué subira un mouve- 
ment dans lui-méme. En méme temps les directions des tangentes 
aux El, passant par P ont changé tout en conservant leurs angles 
mutuels, c. a. d. ils ont subi une certaine rotation dans le Rn44 
tangent. A un tel changement de directions correspond une trans- 
formation orthogonale au déterminant +1 des coordonnées Pa-k1E 
(k=1,..., n+1). En méme temps les coordonnćes xu (k = 1,2,..., 
i+1; i=1,2,...,n) subissent la transformation orthogonale au 
déterminant +1 correspondant au mouvement du El, conjugué. 
Cette transformation existe, car nous supposons le théoréme 11 va- 
lable pour un certain n. La coordonnée xn+41,.42 reste la méme. On 
voit immédiatement que la transformation subie par ensemble des 
coordonnées xx (k = 1,2,...,i +1;i=1,...,n +1) est une trans- 
formation orthogonale au déterminant +1. En appliquant aux coor- 
donées ru cette transformation et en considérant le El’,41, donné 
par les mémes formules (101) a (103) (écrites pour n+ 1) les xx, 
étant remplacés par les nouveaux x’, transformés, nous aurons un _ 
EV’,41 situé sur la méme hypersphére (celle-ci étant transformée en 
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Jelle-méme) que le El”,,, obtenu du El,+1 par le mouveinent voulu. 
De plus, un El, quelconque aura, dans le El’,4;, la méme tangente 
jdirigée au point P comme dans le E1441, et le méme point diamétral 
@ comme dans le El”,4;. Il est clair que, par conséquent, tous les 
ipoints de ce cercle seront les mémes dans le El’,4; et le Eli. 
»Comme le cercle est arbitraire et comme tous les cercles passant 
jpar le point P embrassent tous les points du_El,4;, on voit que le 
|EV’,1; obtenu par la transformation des coordonnćes xi, et le El” di 
lobtenu par le mouvement voulu sont identiques. 
Le thćorčme est donc exact pour les mouvements laissant fixe 


‘le point P. 
Nous considérons maintenant une transformation des variables 
)W?y,---;Wn41 de la forme, analogue a (44), (45), (46), 
siny nti sin’, = sin Wi sin VW, (150) 
cos Wis = — cosy, sin), 445 cosW,.44 cosy’, sin 51 : (150b) 
ape Or 212. Im? (150c) 


/II faut d’abord voir si cette transformation est un mouvement. On 
tle voit le plus facilement sur le S,+1 dont les paires de points 
Mčtraux sont en correspondence biunivoque avec les points du 
) El,+,. En effet, en supposant le centre du S,4; 4 l’origine, on a les 
| équations (109a) et (109b), et Pequation 


Lal, n+2 = AeosW,4, (151) 


jau lieu de (109c). En écrivant ces mémes équations pour les va- 
Smables ren: G=t=.nt+2jetyi(k=1,..., n +1), on voit tout 
“de suite qu’en vertu de (150) on a 


fs ZET (T=1,2,...,n), (152a) 
Re 5, n+l = eae, n-+2° (152b) 
er nH > — Lats, nk (152c) 


Cette transformation orthogonale au déterminant +1 est un mouve- 
ment du R,+, ambiant laissant fixe lorigine. C'est donc aussi un 
mouvement du S,4; dans lui-méme et a ce mouvement correspond 
un mouvement du El,4, dans lui-méme. 

Or, a l’aide des équations (101) 4 (103) écrites pour n + 1 et en 


vertu de (150), on n’a aucune difficulté a verifier que les relations 
entre les x’ et les xi, de espace ambiant du El,;1 sont les sui- 


vantes: E 
ioe cass 1 1s hk ons 2 1), (153a) 


Rai Ea, (e Etaden), (153b) 
g Pu =Tarne GEL...,1), (153c) 
z Zrinski = €, loans (153d) 
= + ne #2) (153e) 


VO ek nebih La, n+1 a n+1 ptt, n+2? 
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kg Va (n + 2) 


j g void Le a (1531) 
x neki, n+? > = au i n,n+1 n + ~ fi n-+-1, n+H2 


Le déterminant de la transformation représentée par chaque paire 
des équations (153b) et (153c) ayant le méme s est égal 4 +1. Le 
déterminant de la transformation représentée par (153e) et (153f) est 
égal 4 —1. Vu le signe négatif dans (153d), le déterminant de la 
transformation entiére (153) sera +1. On voit aussi facilement 
qu’elle est orthogonale. C’est donc un mouvement de lespace 
ambiant laissant fixe l’origine. Comme au paragraphe 3, nous appe- 
lons cette transformation T,. 


Les points du El, conjugué au point P ont la coordonnée y,.p1= 


= = On voit aisément qu’un tel point ayant un y,=0 est trans- 


TU r 
porté a un point ayant y'= lorsqu’on execute le mouvement T,. 


En effet, les équations (150a), (150b) deviennent 


sin tp’, 4, sintp’, =sinv,, (154a) 
cos WI = — cos, (154b) 
0 cosy’, sin ,4 4 - (154c) 
A cause de y,20, on a sin y',+1=F0 en vertu de (154a) et (111). 
A cause de (154c) on a cos y’,= 0, donc ss Si, au contraire, on 


a W.= 0, de (154a) résulte sin yn+r=0 ou sin y,=0; mais de 
sin yn =0 on conclut a Paide de (154c) sin y’,+; =0,-ce qui doit donc 


avoir lieu. A cause de (154b), on a cosy’n44= —1, done pati = 1, | 
wn restant indéterminé. Mais c'est le point P (w’n= 0), car les co-_ 


ordonnées Xi restent les mémes si une quelconque des variables 
yw, augmente de a. Sur le S,4; les points ayant P=" (le point P 


inclus) forment un S, et sur le El,4; un El, passant par le point P. 


o 


Si nous partons, inversement, d'un point quelconque ayant 


Wut SA nous obtenons un point avec yn,4r = + situé sur le El, 
conjuguć au point P. . 

Etant donné un point quelconque M, on peut d’abord trouver 
un mouvement laissant fixe le point P, par lequel la variable Wn 


du point M acquiert la valeur of Il suffit de trouver le mouvement 


du Hl, conjugué 4 P par lequel le point Q du El, conjuguć situé 
sur le El, PM obtient cette valeur de Wn, ce qui est sirement possi- 
ble, car ce point peut parvenir a n'importe quel endroit du Eln. A 
ce mouvement du El, conjugué correspond un mouvement du Ela 
laissant fixe le point P. Comme tous les points du cercle PM ont 
les mémes coordonnées w, (r=1,.. .,n), la coordonnée Yn41 Seule 
étant variable le long de ce cercle géodésique, la coordonnée Yn du 
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. x TU 
| point M aura, aprčs le mouvement, la valeur Za Un mouvement T, 


| transporte le point M au El, conjugué. Par un mouvement laissant 


| fixe le point P on peut mouvoir le point M sur le El, conjuguć A 


n'importe quel endroit. Nous choisissons le point 1, = 0. (Les autres 


}W1,---,Wn—1 sont indéterminés en ce point.) Un nouveau mouve- 
i ment T, transporte finalement le point M 4 l’endroit P. On est 
|) donc a méme, par une succession de mouvements de l’espace 


| ambiant, d'amener un point quelconque M a l’endroit P. Or, un mou- 
I vement quelconque du El,4,; dans lui-méme peut étre exécuté de 


| sorte qu'on exécute d’abord un mouvement transportant un certain 
“ point a l’endroit désiré et qu’on ajoute ensuite un mouvement 
} approprié laissant fixe ce point. Un mouvement quelconque du 


El,4; étant donné, cherchons donc le point P, qui, par ce mouve- 


* ment, est transporte a l’endroit P. Aprés avoir transporté ce point 


/ P, a Vendroit P par un mouvement de l’espace ambiant, nous 


n’avons qu’a ajouter un mouvement approprié laissant fixe le point 
P et le mouvement désiré sera accompli par une succession de 


+ mouvements de l’espace ambiant qui est équivalente 4 un seul mou- 


vement de cet espace. 
Il faut encore discuter les représentations isométriques du 


| El,41 sur lui-méme. Au cas oii n est pair, toutes les représentations 


sont des mouvements. Au cas oli n est impair, le El, est orientable 
et il y a des représentations isométriques qu’on ne peut obtenir 
qu’en ajoutant aux mouvements une réflexion par rapport 4 un 
El,—; concue du point de vue de la géométrie elliptique. Une telle 
réflexion peut étre exprimée par la transformation 


Ww =v, (=2....n) (155a) 

vy S— oy) (155b) 
A V’aide des formules (101) a (103) on obtient 

OU mich čit areni (156a) 

Pri som rr zmamja i (156b) 

KRME Gi jaka (156c) 


Au cas de n impair, le nombre de signes negatifs provenant de 


(156a) est impair et le déterminant de la transformation est égal 
A —1. ' 
Le théoréme 11 est donc démontré. 


est homogčne et isotrope. 
Maintenant il est aussi clair que toutes les géodésiques sont: 


des cercles, car n'importe quel point d'une géodésique quelconque 


peut étre choisi comme point P et toutes les géodésiques passant- 


par ce point sont des cercles. 


BRAŠKOR WE pet 
t 


Comme dans le paragraphe 3 on peut dire que le plongement 
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8. L’intersection des espaces elliptiques et des espaces euclidiens 


L’étude faite au paragraphe 4 peut étre poussée plus loin, d’un 
coté en augmentant le nombre de dimensions n du El, et d’un autre 
c6t6 en considérant des espaces R, aux nombres de dimensions k < 
< n(n + 3)/2—1. Mais le nombre des diverses intersections possi- 
bles croit rapidement avec n, aussi nous nous bornerons a donner 
les détails pour l’intersection d'un El, avec des espaces euclidiens 
i quatre dimensions au plus, complétant ainsi quelque peu l’étude 
faite au paragraphe 4. Outre cela, nous donnons quelques théoré- 
mes restreignant en certaine mesure les possibilités d’intersection 
au cas général. 

Nous commencons précisément par ces théorémes généraux. 

Etant donné un El,, il est clair du point de vue de la géomé- 
trie elliptique qu’une variété géodésique a r dimensions de ce El, 
est un El,. Or, le El, étant plongé isométriquement dans un espace 
euclidien de sorte que ses lignes géodésiques soient des cercles, le 
El, contenu dans le El, aura aussi cette proprieté. Mais ce n’est 
possible que si ce El, déploie un Ry, N, = r(r + 3)/2, au moins. 
Nous montrons que c’est aussi le nombre exacte de dimensions de 
l’espace déployé. Posons d’abord r = n—1. Un El,_; du El, cor- 
respond a un S,—1 du S, dont les paires de points diamétraux sont 
en correspondence biunivoque avec le El,, ce S,—; ayant le méme 
rayon que le S, (ce serait done un »grand« S,_;, en analogie avec 
les grands cercles du S,). Vu ’homogénéité du plongement du El, , 
nous choisissons comme point P le point correspondant a la paire 
de points du S, auxquels, pris comme poles, appartient le S,—4 

comme S,—; équatorial. Dans ce cas le El,_; sera conjugué au point 


P et on obtient ses équations en posant w, = + dans les €quations 


(101) a (103). On voit immédiatement que les formules obtenues 
sont de méme caractčre. comme pour le El,, et ce El,—, déploie, 
en effet, un espace euclidien 4 (n—1)(n + 2)/2 dimensions. 
Supposons maintenant que nous sachions déjA que pour un 
7 <n—1 chaque El, du El, est plongé dans un espace euclidien 
a r(r + 3)/2 dimensions, ce qui entraine que ce plongement est 
effectué selon les formules (101) 4 (103), les axes de coordonnées 
étant choisies convenablement. Un El,_; quelconque et un point 
hors de lui déterminent, dans la géométrie elliptique, un El, qui 
par hypothése, est plongé selon les formules (101) a (103). En chai 
sissant comme point P le point auquel le El,_, considéré est con- 


jugué, on voit immédiatement que ce El r—i deploie, de son cété, © 


un espace a (r—1)(r + 2)/2 dimensions. Nous avons ainsi démon- 
tré, par induction compléte: 


Les espaces elliptiques... 101 


Theoréme 12. Etant donné un El, plongé dans un Ry, N = 
= n(n +3)/2, selon les formules (101) d (103), chaque El, (r <n) 
contenu dans ce El, déploie un Ry,, N, =r (r+ 38)/2. 

Nous passons a d'autres théorémes. 

Théoréme 13. L’espace Ry,, N, = r(r + 3)/2 déployé par un 
E), dans un El, (r<n), na pas d’autres points en commun avec 
le El,. 

Corollaire. Un El, situć dans un El, et un point du El, 
r (r+ 3) 

2 

Le théoréme est valable pour n = 1, car le plan d'un El, situé 
sur un El, n'a pas d'autres points en commun avec l’hypersphére 
ambiante du El, et, par conséquent, ni avec le El, lui-méme. 


hors du El, déploient un Rw, = srl 


Supposons le théoréme valable pour un certain r>1. S’il 
n’était pas valable pour r +1, l’espace Ry,, Ny = (r + 1)(r + 4)/2, 
déployé par le El,4;, aurait, hors du El,4;, un point A au moins 
en commun avec le El, . Choisissons sur le El,+,; un point B et 
joignons les points A et B par un El, k. La tangente a k au point. 
B ne peut pas se trouver dans le R,4, tangent au El,4;, car si cette 
tangente était une droite du R,4;, le El, tangent serait un El, du 
El,; et le point A serait sur le El,4,. Le R,4; tangent et la tan- 
gente au cercle k déploient donc un R,+42. Tous les El, tangents 
aux droites de ce R,49» passant par B forment une variété géodé- 
sique du El,, c. a. d. un El,;. contenant le El,4; considéré et le 
cercle k. Désignons par El, l’espace elliptique conjugué au point B 
dans le El4, et par El l’espace elliptique conjugué a ce méme 
point dans le El,42 . Cet espace El,41 contient évidemment le El, 
et le point Q diamétral a B sur le cercle k. Le point Q n'est pas 
sur le FL car le El, se trouve dans le El4+1 qui, de son cčte, n'a 
que le point Ben commun avec le cercle k (car, du point de vue de la 
géométrie elliptique, la »droite« k, n’étant pas situće entičrement 
dans le El,,; , ne peut avoir qu'un seul point en commun avec cet 
espace géodésique). Par hypothése, le El, et le point Q déploient 


done un Ry,, N, = rada 1. Le point B est en dehors de cet 


espace, car il est en dehors de l’espace ambiant Ry,, N, = (r + 


+ 1)(r + 4)/2, du El , cet espace étant son espace conjugué dans 
le El.42. Par conséquent, ce point est hors du Ry, qui est contenu 


dans le Ry, (le El, et le point Q qui déploient ce Ry, sont conte- 


nus dans le Elli , done Vespace Ry, déployé par eux est contenu 
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dans le Ry, déployé par le El, ). L’espace Ry, et le point B de- 
ploient done un Ry,4:. Cet espace est aussi déployé par les dia- 
métres des El, du El,,, passant par le point B (et joignant ce point 
aux points du El, ) et le diamétre BQ du cercle BAQ. Tous ces dia- 
métres sont perpendiculaires au R,42 tangent au El,4>, c. a. d. le 
Ry,+1 est complétement perpendiculaire au R,42, celui-ci étant 
déployé par le R,1, tangent au El,4, et par la tangente au cercle 
k. Le Ry,41 et le R,y» déploient donc un Ry,, N; =N,+1+7 + 
| sa +7 +4, qui est aussi déployé par le El,4, (respec- 
tivement par son plan tangent et les diamčtres de ses cercles pas- 
sant par B) et le cercle k (respectivement par son diamčtre BQ et 
sa tangente au point B). 

D’un autre cété, A étant dans le Ry, déployé par le El4; , le 
plan du cercle k contient la droite AB de cet espace, et l’espa- 
ce déployé par le El, et ce plan est un Ry,, N,=N,+T1= 


= vote ee +1. Mais on a 
E ae) _ r?+5r+8 
cook oo. — SPAT Cp SS ae ae ; 
=. ese ieee) > r+5r+6 
Nat ske Litiji : 


Ces deux nombres étant différents, on obtient une contradiction et 
le théoréme est démontré par induction complete. 

; Dans la géométrie elliptique un El, et un El, ayant commun 
un El, (r<p, r<q) déploient un El,4,—, ainsi que ce serait avec 


des espaces euclidiens dans la géométrie euclidienne!. Cela étant, 
nous €noncons: 


') Voir, p. e., P. H. Schoute, Mehrdimensionale Geometrie I, Leipzig 
1902, p. 14, ou Von trouve cette formule sous la forme 
d = di + d2— di, 2 
d désignant le nombre de dimensions. En appelant w = d +1 le »nom- 
bre de points« d'un espace, Schoute donne a cette formule la forme 


w= u1 + w2— wi, 2. 


Il y a lieu de remarquer que la formule plus générale donnée par 
Schoute (1. c. p. 17), a savoir 


w= Soy — Swi, a+ Bugs + (1 wi ogy 


est incorrecte. Dans cette formule les valeurs wi,» sont les nombres de 
points des espaces communs A deux des p espaces donnés, les wi, 2,2 
sont les nombres de points des espaces communs A trois espaces etc. 
On voit cependant pour le cas le plus simple de trois points distincts, 
p= 3, w= we=ws=1, wi,2= wi,3 = ws = wi,2,3=0 qu'on obtient | 
w =8, c. ad. trois points déploient un plan. Mais trois points peuvent | 
aussi se trouver sur une droite. Il est aisć de donner des exemples plus 
compliqués. La formule est exacte pour p = 2, mais pour p> 2 il faut 
remplacer le signe = par le signe S. Nous n’y insistons pas, car nous 
n'employons que la formule pour deux espaces qui est correcte. _ 
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Théoréme 14. Le symbole (p, r, q) désignant un El, et un 
El, ayant encommun un El, et plongćs dans un El, (n = p + q—r) 
plongé, de son coté, selon les formules (101) d (103), ce (p, r, q) dć- 
»(p + 3) q(q +3) r(r 3) 
I a a 1 a2 ma lp, a = 
= 0,1,2,...; r=—1,0,1,2,...; r<min(p,q)]. La valeur p ou q 
ou r=0 désigne un point El,; la valeur r = —1 signifie que les 
deux espaces El, et El, n’ont pas de point commun. 

Le thćorčme est valable pour p=q=0, r=—1, car deux 


a0 (0-3) 0(0 + 3) 
Meer rane 


ploie un espace Ry, N = 


points distincts déploient un R, 


E {—1) =< 
2 

Nous allons démontrer le théoréme par un procédé d’induc- 
tion compléte exécutée en plusieurs étapes. 

1. Nous affirmons: Si le théoréme est valable pour un (p, 7, q), 
il est aussi valable pour un (p +1, r+ 1, q +1) [p/q= 0) 1,27); 
r = —1,0,1,2,...; r<min(p, qg)]. Soit done donné un El,4, et un 
El,4; ayant un El4, en commun. Choisissons un point A sur le 
El,1; et tracons tous les El, du El,4, passant par ce point. Les 
tangentes a ces El, déploient un R,4; tangent au El,,, (pour r = 
=—1 il n’y a pas de tels El,). Considérons encore les El, du El,4; 
passant par A, mais qui n'appartiennent pas au El,41 . Les tangen- 
tes A ces El,, avec celles deja considérées, déploient le R,4; tangent 
au El,+; . Les nouvelles tangentes ne se trouvent pas dans le R,.1, 
leurs El, ne se trouvant pas sur le El,,; . Enfin nous considérons 
les El, du El,4; passant par A et non situés sur le El,4;. Leurs 
tangentes avec celles au El,4, déploient le R,4; tangent au El,4. 
Toutes ces tangentes forment donc un Rp4; et un R,4; ayant en 
commun un R,+;, €. a. d. elles déploient un R,4,—41. Comme le 
El,+; et le El,41 sont situés dans un El,+,~,41, les points diamé- 
traux au point A se trouvent sur le El,4,—, conjugué et le point 
A est hors de l’espace euclidien ambiant de ce El,4,-,. En parti- 
culier, les points diamétraux sur le El,,; sont situés sur un El, 
conjuguć, les points diamétraux sur les El, du El,4; sur un El, 
conjugué et ceux des El, du El,4; sur un El, conjugué commun au 
El, et au El,. Ces points conjugués forment donc un (p,7,q). En 
effet, il est clair que le El, et le El, n’ont pas de points hors du 
El, en commun, car si l’espace elliptique commun au El, et au El, 
était un El, (s > 7), les El,, passant par A et les points de ce El,, - 
formeraient un El,4; (s + 1=>r+ 1) commun au El,4; et au El,41, 
contrairement a l’hypothése (un El, ayant deux points en commun 
avec un El, est entičrement contenu dans ce El,, car c'est une 
»droite« de la géométrie elliptique). Le El, et le El, conjugués dé- 
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: p(p +3) q (q + 3) 
ploient donc, par hypothése, un Ry avec N = 5 + 5 


= ref, et comme Q est hors de l’espace ambiant du El,4g—r 


conjuguć, donc aussi hors du Ry, contenu dans cet espace, les dia- 
métres des El, déploient un Ry; , et comme ils sont perpendicu- 
laires A espace Rp4,—41 tangent au El,4,—,41, ces El,, determines 
par leurs diamétres et leurs tangentes, déploient un Ru, M =N + 


(p+3) , d(q+3) _ r(r+3) be 
ei? + qari PE poze E sem 
(p +1) (p+4) 

2 


qqtq+4) _ (+1) (r+4) 
2 2 


—rt+2= a 


L’affirmation 1 est donc démontrée. ; 

2. Nous affirmons: Si le théoréme est exact pour (p, 0, q), il est 
exact pour (p, —1, q—1) (p,q = 1, 2,...). ; 

Supposons donc un El, et un El,-:n’ayant pas de point com- 
mun. Choisissons un point A sur le El, et un point B sur le El,— et 
joignons ces deux points par un El,. Ce El, n'est pas sur le El,4, 
donc il détermine, avec El,_1, un El, n’ayant que le point A en 
commun avec le El,. En effet, du point de vue de la géométrie 
elliptique, un El, et un El,_1 sans point commun deploient un 
El,4,; la »droite« AB y est contenue, donc les espaces El, et El, 
déploient le méme El,+, et, par conséquent, n'ont pas plus d'un 
point commun. Le El, et le El, déploient, par hypothése, un Ry, 
N = Au] "E A car on a r=0. Mais le El, deploie un 
Ry,, N, = p(p + 3)/2, et le El,-; un Ry,, N,=q(q—1)(aq Pee: 
‘done ils ne déploient ensemble qu’un Ry,, N, = pits) _ 
ss Srba 1 au plus, ce nombre étant atteint, sils n'ont 


pas de point commun. Mais on voit facilement que ce nombre doit 
čtre atteint. En effet, en complétant le El,_, jusqu'A un El,, le 
nombre (q—1)(q + 2)/2 de dimensions déployées augmente jusqu’a 
q (q + 3)/2. Mais la »droite« AB qui a été adjointe (car le point A 
n'est pas situé dans le El, , et, en vertu du théoréme 13, non plus 
dans l’espace ambiant de ce El,_,) est contenue dans l'espace dé- 
ployé par le El, et El,; puisqu’elle contient un point du El, et un 
point du El,_;. En complétant le El,_; jusqu’a un El, on n’a donc 
pu augmenter le nombre de dimensions déployées par les deux espaces 
elliptiques que d’une unité de moins. Le nombre de dimensions 
déployées par le El, et le El, serait par conséquent tdi cnr?! + 

q(q+3) > 
+ ie ae 1 seulement, contrairement A I'hypothčse. Il faut 
done bien que le El, et le El,_, déploient un Ry, M = pers) + 


+ oF) pro pero mi aA) a 8h Aa aig 


L’affirmation 2 est donc démontrée. 
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En nous servant des résultats exposés sous 1 et 2, nous pou- 
vons conclure: Si le théoréme est valable pour (p,—1,q), il est 
valable, d'aprčs 1, pour (p + 1,0,q + 1), donc, d’aprés 2, pour (p + 
+ 1, —l, q). A partir de (p, —1, q), on conclut donc a (p + 1, —1, q). 
Mais le théoréme est valable pour (0, —1, 0). On obtient done pour 
q = 0 par induction compléte qu’il est valable pour (p, —1, 0). Mais 
on a évidemment (p, r, q) = (q, T, p) et on obtient, encore 
par induction complčte, que le théoréme est valable pour (p, —1, q). 
Pour un (p,r, q) quelconque, vn le démontre a partir de (p — r — 1, 
—l,q—r— 1), par induction compléte moyennant lVaffirmation 1, 
pourvu qu’on ait r<_ min (p,q), c. a. d. p—r>0, p—r—1>0 
et, par analogie, q—>r—1>0. Au cas r=min(p,q) et p<q le 
El, est contenu dans le El, et pour p = q le El, et le El, sont 
identiques. Dans ces cas le théoréme est évident. La démonstra- 
tion est ainsi achevée. 


Théoréme 15. L'espace Ry, N= Pee 2a s ue 

ric:#3) 
Rime rd 
ayant un El, en commun, n’a pas d’autres points en commun avec 
le El,+,-, contenant le (p, r, q) et, comme ce Rw est contenu dans 
Vespace ambiant du El,+,-,, il va pas d’autres points en commun 
ni avec le El, contenant tous ces espaces elliptiques, ceci en vertu 
du théoréme 13. 


, déployé par un (p, r, q), c. d. d. par un El, et un Bl, 


Supposons, au contraire, qu’il existe un point A sur le El,+g—r 
en dehors du (p, r, q). En joignant ce point par des El, aux points 
du (p, 7, q), on obtient un (p +1, r+ 2, q +1). Ceci est évident 
du point de vue de la géométrie elliptique. Le El,4; et le Elj4; 
obtenus étant contenus dans le méme El,+,_,, ils doivent avoir en 
commun un El,+2, car on a (p + 1) + (q+1)—(r + 2) =p+q—r. 
Considérons un El, passant par A et situé sur le El,42. Si ce El, 
ne coupe pas le El,, il doit couper le El, (car il est contenu dans 
le El,+:) et le El,(car il est contenu dans le El,+,) en deux points 
distincts (parce qu’il ne coupe pas le El,.) Le point A et ces deux 
points se trouvent dans le Ry, donc tout le El, y est contenu. Si 
un El, passant par A et contenu dans le El,+2 coupe le El, ce sera 
le point d’intersection commun avec El, et El,. Nous allons prouver 
que la tangente au El, en ce point se trouve dans le Ry, donc, 
avec le point iA, tout le El, y est contenu. En effet, les espaces 
R, et R,, tangents 4 El, et El, en ce point, déploient un Rp+,-,, 
car ils ont en commun le R, tangent au El,. Mais ils se trouvent 
dans le R,+,—, tangent au Elp+g—r en ce point, c'est donc précisé- — 
ment cet espace tangent qu’ils déploient. Cet espace est donc con- 
tenu dans le Ry, le Ry et le Ry y étant contenus. Le Ry contient donc 
toutes les tangentes au Elp+g—r en ce point et aussi la tangente au 
El, considéré. 
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Nous avons done montrć que tous les El, passant par A et 
contenus dans le Ely4. sont dans le Ry, donc aussi tout le El, +2. 
Ca veut dire que le El,, le El,+2 et le El, deploient ce Ry. Mais le 
El, et le El,+» se trouvent dans le El,+1 (et, A cause du point A, 
le El+9 ne se trouve pas dans le El, ). Is ont done en commun un 
El-¢; (carsontiatp +r +2) —(_ 1) =p + 1). Done, le El, et le 


3). (r+2)(r+5)  (r+1)(r+4) 
El,+2 déploient un Ry,, N, = pies + 2 je ¥ 2 


22, 88% + 3 
Par analogie, le El, et le El,;> déploient un Ry,, N, = ae ar 


Mi ee ie tg A Aa on 
: 2 2 

Ry, déployé par le Elp+1 et le Ry, est contenu dans le Ry, déployé 
par le El,41, et le Ry, et le Ry, ont en commun le Ry, du El,+2: 
Nje (r-F2)(r-75)/2. Le Ry, et le Ry, ne peuvent done avoir en com- 
mun que le Ry, au plus, c. a. d. ils déploient au moins un Ry,+n,—n,, 


. Mais le Ry, est contenu dans le 


Be Pip as GPS) (1-5 Sra es) 
ING =i Nje ING == 2 + o 5 _ 
gra (acta Same (r 2) (r JdBlan'b Cock 1) de Deny (ect 2h Benin 
2 2 2 2 ee 
pipet 3) q(q 1:8) cles) 
X 2 + 2 2 pit 


Mais El,, El,42 et El, étant contenus dans le Ry, les espaces Ry, et 
Ry, ne peuvent déployer que cet espace au plus et nous sommes 
arrivés a une contradiction. Le théoréme est done démontré. 

Théoréme 16. A Vexception des variétés~ géodésiques 
El, (Y= 1,2,...,n—1) d'un El, plongć dans un Ry, N = n (n+3)/2, 
selon les formules (101) d (103), ces variétés ayant le nombre de 
plongement r(r + 3)/2, il n’y a pas de variétés V, d r dimensions 
(r= 1,2,...,n—1) situées sur un Ear (k=1,...,n—r) mais non 
situées sur un E,+,-1 qui aient un nombre de plongement 


s< eo per} + (k—1) +1) —2. 


Le maximum possible de s est €videmment (r + k)(r+k+ 
+ 3)/2, ceci étant le nombre de plongement du El,+, contenant la 
variété V,. 

Nous démontrons le théoréme d’abord pour k = 1. Soit donc 
V, une variété contenue dans un El,+; mais non dans un El,. Nous 
supposons qu’elle contient un domaine F A r dimensions oli il existe 
en tous les points un espace tangent qui change d’une maniére 
continue lorsque le point de contact se meut dans ce domaine. En 
outre, nous supposons que ce domaine n'est pas entičrement con- 
tenu dans un méme El,. Choisissons dans ce domaine un point A. 
Si, du point de vue de la géometrie elliptique, les espaces tangents 
en tous les points différents de A (ces espaces sont donc des El,) 
passent par A, ce sera évidemment une variété conique générée 
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par des »droites« issues du point A. Mais comme au point A il doit 
y avoir un espace tangent (du point de vue de la géométrie eucli- 
dienne de l’espace ambiant et, par conséquent, aussi du point de 
vue de la géométrie elliptique dans le El, ), toutes ces »droites« y 
sont contenues, c. a. d. tout ce domaine y est contenu. Mais un 
espace tangent au sens de la géométrie elliptique est un El,, et on 
est en contradiction avec Vhypothése que le domaine n'est pas 
«entičrement contenu dans un El,. Done, il-doit y avoir un point B 
sur F ot l’espace tangent (au sens de la géométrie elliptique) ne 
passe pas par A et, a cause de la continuité de la distance du point 
A a un tel espace tangent, considérée comme fonction du point de 
contact, il y aura tout un voisinage G de ce point B, qui sera aussi 
un domaine a r dimensions, oii les espaces tangents ne passent pas 
par A. Cherchons maintenant la projection centrale de ce voisinage 
G par des »droites« c. a. d. par des El,, sur le El, conjugué au point 
A, ce point étant pris comme centre de projection. Nous obtenons 
un domaine G’ a r dimensions, ce qui est évident du point de vue 
de la géométrie elliptique. Le domaine déploie un Ry, N=r(r + 
+ 3)/2, car il contient des arcs de tous les El, passant par un point 


intérieur a G’ et situés sur le El,. En effet, si G’ déployait un espace 
Ry, N<r(r + 3)/2, tous ces cercles El, y devraient étre contenus, 
puisqu’un arc de chacun d’eux se trouve dans cet espace. Mais 
alors tout le El, y serait contenu, ce qui est impossible. Tous les 
El, projetant les points de G déploient un certain Ry,. Pour déter- 
‘miner N,, nous remarquons d’abord que les tangentes a ces El, au 
point A déploient un R,+, . En effet, si ce n’était qu'un R,, ces El, 
seraient sur une variété géodésique 4 r dimensions, c. a. d. sur un 
El, et le domaine G s’y trouverait aussi, contrairement a lhypo- 
thése. Mais les diamétres de ces El, issus du point A sont perpen- 
‘diculaires 4 ce R,+, déployé par les tangentes, et les points diamé- 
traux déployant un Ry, N = r(r + 3)/2, ces diamétres déploient un 
Ry,, N, = sada 1 complétement perpendiculaire au R,+, des 
tangentes. Les tangentes et les diamétres, c. A, d. les El, considérés, 


r(r+ 38) +4 r2+5r-+4 Mais 
2 ra 2 ž 


deploient donc un Ry,, N, =r +1 + 


Vespace déployé par le point A et le domaine G aura un nombre 
de dimensions au plus égal au nombre s de dimensions déployées par 
la variété V, considérée. Ce R, déployé par V, contient l’espace 
R, tangent A cette variété au point A qui, de son cété, est contenu 
dans le R,41 tangent au El,,; contenant la variete V,. L’espace Ry 
et l’espace R,41 ont donc l’espace R, au moins en commun et, par 
conséquent, ces deux espaces R, et R,4, déploient un Rp, PES + 
+(r+1)—r=s+1. Mais ce Rp contient les mémes cercles géo- 
désiques considérés, car de chaque El, sont contenus la tangente 
au point A et un point sur le domaine G. On aura donc 


108 Danilo Blanuša, Zagreb, 


Ny = ae <p<s+1, 
ou v2 + 5r + 2 
ss a A 


D’aprés le théoréme on a, pour k = 1, que les valeurs 
+4 72 + Sr + 2 
s< ay FI Gene eee : = 
sont exclues, ce qui est la méme chose. Le théoréme est donc dé-- 
montré pour k = 1. 

Nous passons a l’induction complete. 

En supposant que le théoréme est exact pour un certain k>1 et 
pour tout r, nous cherchons 4 montrer qu'il est alors exact pour 
k +1. Le raisonnement est entiérement analogue a celui employé 
tout A ’heure. Le domaine F se trouve dans un El,+x+1 mais non 


1 


dans un E,+x . On pourra exclure le cas d’une variété conique, ce- 


qui entraine que la projection centrale G’ sur le El,+, conjugué au 


point A soit a r dimensions et ne se trouve pas sur un El,+x—1 , car 


dans un tel cas les El, projetant le domaine G et ce domaine se 


trouveraient sur un El,4, . Par hypothése, le domaine G’ déploie- 


. (tekeh) rer) 
5 2 
tres des El, déploient une dimension de plus et ils sont perpendi- 
culaires aux tangentes qui déploient un R,+x+1, Car si ce n'ćtait 
qu’un R,+x, les El, seraient sur un El,+x et aussi le domaine G. 
Les tangentes et les diamétres, c. 4. d. les El, déploient donc ensemble 


vin’ Rag Nee eee ye Dt pie pene sh 


ean ekt ana T 4 : z * 
iZ ZO AE Mais, par le méme raisonnement com- 


donc s“ +(k —1)(r+1)—1 dimensions. Les diamč- 


me plus haut, on aura 
post(r+k+1)—r=s+k+l, 
TOT Bk or ake ye 


N, = ——_—— <p<st+kt+1 
OU 2 
r? + Sr + 2kr + 4k +4 + 
se re MFO te tyr 


tandis que d’aprés le théoréme, pour k + 1, les valeurs 
rajnske 
ec Sor) +k@r+1)—2 


sont exclues, ce qui est la méme chose. Le théoréme est done dé- 
montré. 


Pour mettre en relief les résultats un peu inattendus contenus 
dans ce théoréme, nous l’énongons d’une autre maniére pour les cas 
spéciaux r= 1,2 et 3. Pour r=1 le théoréme affirme que sur un 
El,, El,, El, ete. il n’y a pas, A exception des El,, de courbes d'un 
nombre de plongement au-dessous de 4, 6, 8 etc. Le théoréme 6 y 
est contenu comme cas spćcial. Pour r= 2 on a: Sur un El,, El,, 
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El, etc. il n’y a pas, a Pexception des El,, des surfaces d'un nombre 


de plongement au-dessous de 8, 11, 14 etc. Pour r = 3 on voit que 
sur un El,, El,, El, il n’y a pas, a l'exception des El., de variétés 
a 3 dimensions d’un nombre de plongement au-dessous de 13, 17, 
21,... et ainsi de suite. 

Nous n’avons démontré l’existence de variétés ayant des nom- 


bres de plongement non exclus par le théoréme 16 qu’au cas r = 1, 


k =1 (théorémes 8 et 9). Il nous semble “probable que tous ces 
nombres de plongement peuvent étre réalisés. En tout cas, on voit 
aisement qu'il existe, sur un El,, des variétés V,—, non situées sur 
un El,_, et ayant un nombre de plongement s< n(n + 3)/2. En 
effet, en posant y, = const. dans les équations (101) a (103) on 
obtient une variété V,_; qui n'est pas géodésique, car elle corre- 
spond a un S,_1 non-géodésique (son rayon étant < R) du S, cor- 
respondant au El, . Mais de (103) on obtient x,,,4 = const, c. a. d. 
n(n + 8) 

2 
plongement est donc siirement inférieur a n (n + 3)/2. 

Nous donnons encore les détails des intersections d'un El, avec 


la variété se trouve dans un Ry, N = —1, son nombre de 


un R, (p< 4). 


D’abord, les théor€mes 3, 4, 5, 7, 8 peuvent étre complétés en 
ce sens que l’espace euclidien en question, déployé par certains 
ensembles de points du El,, étant contenu dans le R, ambiant, n’a 
pas de points en commun avec le El,, hors du El,. Ceci est une 
conséquence immediate du théoréme 13. 

Un R, (une droite) ne peut avoir plus de deux points en com- 
mun avec un El,, car il n’en a pas plus en commun avec l’hyper- 
sphčre ambiante du El, . 

Trois points qui ne sont pas sur un El, déterminent (dans la 
géométrie elliptique) un El,, donc le théor¢me 3 est suffisamment 
général. 

Un El, (une »droite« de la géométrie elliptique) et un point 
déterminent un El,, le théor¢me 4 est donc suffisamment général. | 

Le thćorčme 5 doit étre complete, car quatre points peuvent 
ne pas se trouver sur un El,, déterminant, en ce cas, un El... 

Les quatre points deploient sirement un R., car, par hypo- 
thése, ils ne sont pas sur un El, et, en vertu du théoréme 3, ils ne 
peuvent pas étre sur un R,. Pour montrer qu’il n’existe pas un cin- 
quičme point sur le El, on peut raisonner comme il suit. Pa 

D’abord, le cinquičme point du El, ne peut pas se trouver sur 
un El, avec deux des points donnés. En effet, le R. contiendrait 
ce cercle et les deux autres points donnés, disons A, B. Joignons 
ces deux points par un El,. Les deux El, ne peuvent pas se couper, 
car dans ce cas ils astenhinent un El, (en géométrie elliptique) et 
tous les points sont sur ce El, contrairement A l’hypothése. S'ils ne 


X se coupent pas, ils dćploient un R,, en vertu du théoréme 14 (p = 


=q=1r=—l) Les deux plans déployés par ces El, n’ont pas 
de points communs (autrement ils ne pourraient pas déplover un 
RY. La droite AB n’a donc pas > points communs avec le plan du 
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El, des autres trois points. Ce plan et cette droite déploient done 
un R,. Mais nous avons supposé que tous les points sont dans un 
R.. Donec, il n'y a pas trois parmi les cing points qui soient sur un 
El,. Le El, k=(AB) et le El, k,=(CD) ne se coupent pas (autrement ils 
seraient sur un El,) et déploient un R, (théoreéme 14) qui contient 
le R, déployé par A, B, C, D et n'a pas d'autres points en commun 
avec le El, ni avec le El,, en vertu du thćoreme 15. Mais le cin- 
quiéme point E devrait ¢tre hors de ces deux El,. Le thćorčme 5 
est done aussi valable si les quatre points ne sont pas sur un El,. 

Quant a un R,, le cas, non traité par les th€oremes 7 et 8, peut 
se presenter, oi le R, est déployé par un El, et deux points, non 
situés sur le méme El,, et le cas de cing points parmi lesquels trois 
ne sont pas sur un El, et tous ne sont pas sur un meme El,. 

Le premier cas peut étre traité comme il suit. On voit d’abord 
qu’un El, et deux points qui ne sont pas sur le meme El, déploient, 
en effet, un R,. Le cercle et le premier point déploient un R, qui 
(théoréme 4) n’a pas d’autres points sur le El, et non plus sur le 
El, . Le second point est done hors de ce R, et on obtient un R,. 
Supposons que, outre ce cercle k et ces deux points A, B, il y ait 
un troisičme point C sur le El, déterminé par k, A, B. Le cercle 
k, = (AB) ne coupe pas le cercle k, autrement ces deux El,, et aussi 
k, A, B, seraient sur un El,. Done (théoréme 14) ces deux cercles 
déploient un R, contenant le R, de k, A, B. Ce R, (theorčme 15) 
n’a pas d'autres points sur le El, ni sur le El,. Le troisičme point 
C devrait donc se trouver sur le cercle k,. Mais dans ce cas k, A, 
B, C deploieraient le méme R. comme k, k, contrairement a l’hypo- 
thčse. On a donc: 

Théoréme 17. Un R, deployé par deux points etun El, non 
situés sur un meme El, n’a pas d’autres points en commun avec 
le El, ambiant. 

Dans le deuxičme cas mentionné on a un R, déployé par cing 
points qui ne se trouvent pas sur un El, et dont il n’y a pas trois 
qui soient sur un El,. S’il y en a quatre qui se trouvent sur un £l., 
espace R, déployé par eux n’a pas d’autres points sur le El. Cet 
espace est contenu dans le R; ambiant du El, et le cinquičme point 
se trouve hors de lui. L’espace R, des 5 points est déployé par le 
R, des quatre points et le cinquičme point. Ce R, n’a que le R, en 
commun avec le R, ambiant du El, et, par conséquent, n’a pas _ 
d'autres points en commun avec le El,. D’un autre cété, ce R, est 
contenu dans le R, déployé par le R. ambiant du El, et le cinquičme 
point, et ce R, (théor¢me 15) n'a pas d'autres points sur le El.,, hors 
du El,. On en conclut que le R 1 des cing points n’a pas d'autres ~ 
points sur le El, et, étant contenu dans le R, du EL, (théoréme 13) 
non plus sur le El,. : 
ža a pika points il n'y en a pas quatre qui soient sur 
< ona pe ek St comme x punt: Les cing points peuvent 
A, B, C, D, E est al dd sI A se med dhe 
pume ž : ans |espace ambiant du El, ou El, et, 

spaces, n'a pas d’autres points sur le El, (théoréme 13). 


a 
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Un sixičme point F pourrait donc se trouver seulement sur le EL, 
ou El,. Nous traiterons le cas du El, en ajoutant en parenthéses les 
modifications concernant le cas du El,. 

Le sixičme point n’est pas sur un El, avec deux des points 
donnés, disons A, B, car dans ce cas ce El, serait contenu dans le 
R, qui serait déja déployé par ce El, et les points C, D et n’aurait 
pas d’autres points en commun avec le El, (car A, B, C, D ne sont 
pas sur un El,). Joignons donc le point F avec les points A, B, C, 
D, E par des El,. Ces cercles sont différents sans quoi trois points 
seraient sur un tel cercle. Les points A’, B’, C’, D’, E’ diamétraux 


i F se trouvent sur le El, (El.) conjugué au point F. Parmi ces cing 
points il n’y a pas trois, disons A’, B,C qui soient sur un El, 
car dans ce cas les trois cercles FA, FB, GC et les quatre points 
A, B, C, FE seraient. sar. un El,. En ajoutant le cinquičme point D 
on est ramene au cas précédent et le point E ne pourrait pas exister 
Les cing points A’, B’, C’, D’, E, déploient donc un R, et les dia- 
mčtres FA’, FB’, FC’, FD’, FE’ déploient un R,. Les tangentes aux 
cing El, au point F déploient un R, (R,). Si ce n'etait qu’un R, (R.) 
les cercles et tous les points se trouveraient sur un El, (El,) con- 
trairement a P"hypothčse. Les diamétres étant perpendiculaires aux 
tangentes on obtient que les El, déploient un R, (R,). Mais les plans 
des El, sont aussi déployés par les tangentes et les sécantes FA, 
FB, FC, FD, FE. Or, ces sécantes ne-déploient que le R, de tous 
les cing points, et ce R, a le point F au moins en commun avec le 
R. (R,) tangent. Ces deux espaces ne déploient done qu’un F, (F,) 
au plus. Nous sommes arrivés a une contradiction. On a donc 

Théoréme 18. Un R, déployé par cing points qui ne se 
trouvent pas sur un méme El, et parmi lesquels il n’y a pas trois 
qui soient sur un El,, va pas d’autres points sur le El, ambiant. 

Avec ce théoréme les possibilités d’intersection d’un R, (p < 4) 
avec un El, sont épuisées, le R, étant toujours suppose déployé par 
les éléments qu’il a en commun avec le El,. 


9. Remarque finale 


Il va sans dire que nous n’avons discuté que les propriétés les 
plus simples des espaces elliptiques plongés dans des espaces eucli- 
diens selon les formules (101) 4 (103), et qu’on pourrait poser de 
nombreuses questions se rattachant a ce problčme. 

Nous n’allons mentionner que la question qui nous Sete ša 
plus importante: Est-il possible de rabaisser le nombre de dimen- 

sions de l’espace ambiant en renoncant 4 la condition que les géo- 
désiques doivent étre des cercles? Pour le cas n = 2, c. a. d. pour 
le plan elliptique, nous avons pu trouver un plongernent isometri- 
que dans un R,!). Mais la méthode employé ne se prétant pas a une 
. généralisation, le cas n > 2 reste irrésolu. i 


>) Simi o faite au IIIč Congrčs des Mathématiciens Autri- 
chiens a Salzburg, 9 A 15 sept. 1952. V. Nachr. d. Ost. math. Ges. No 
21/22, 1952, p. 40. 
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ELIPTIČKI PROSTORI IZOMETRIČKI SMJEŠTENI U 
EUKLIDSKIM PROSTORIMA 


Danilo Blanuša, Zagreb 
II. Eliptički prostori 


5. Trodimenzionalni eliptički prostor 


U analogiji s postupkom u paragrafu 2 sustavno je izvedeno 
izometričko smještenje trodimenzionalnog eliptičkog prostora s istim 
dodatnim uvjetom kao i prije, naime da geodetske linije trebaju 
biti kružnice smještajnog prostora. Pokazuje se, da treba barem 
9-dimenzionalni euklidski prostor, a smještenje u parametarskom 
obliku je dano formulama (80), (81), (85) do (89) i (93). Eliminacija 
parametara daje jednadžbe (94) do (99). Jednadžba (94) pokazuje, da 
se taj prostor nalazi na hipersferi S, smještajnog prostora R,. Po- 


lumjer hipersfere je ovdje We R, gdje je R polumjer sfernog pro- 


stora s istom metrikom. 


6. n-dimenzionalni eliptički prostor 


Potpunom indukcijom se pokazuje: 

Teorem 10. n-dimenzionalni eliptički prostor El, može se 
izometrički smjestiti u euklidski prostor Ry od N =n(n +3)/2 di- 
menzija tako, da geodetske linije budu kružnice smještajnog pro- 
stora. Broj dimenzija toga smještajnog prostora ne može se sniziti, 
ako se tfaži toj uvjet Ako su xgk=n2. i PL;i=120. on} 
pravokutne koordinate u smještajnom prostoru, a Wz <.) Wa para 
metri, koji služe kao koordinate na El,, smještenje je dano jed- 
nadžbama (101) do (103). Tako određeni El, se nalazi na hipersferi 


. n Grka S ov s .v . 
s polumjerom A ae » kojoj je središte u ishodištu, a jednadž- 


ba joj je (104). Eliminacija parametara vodi na jednadžbe (105), (106). 
3 


7. Gibanja eliptičkih prostora u sebi 


Teorem 11. Gibanja u sebi eliptičkog prostora El, , smješte- 
nog prema teoremu 10, proizvedena su euklidskim gibanjima smje- 
štajnog prostora, kod kojih ishodište hipersfere ostaje nepomič- 
no. U slučaju takog n, ta su gibanja ujedno sva izometrička presli- 
kavanja toga El, na samoga sebe, dok u slučaju lihoga n treba do- 
dati ortogonalnu transformaciju s determinantom —1 koordinata 
smještajnog prostora, da se dobiju sva takva preslikavanja. 


Ovaj je teorem također dokazan potpunom indukcijom. 


Les espaces elliptiques... 113 


8. Presjeci eliptičkih prostora s euklidskim 


Dani su najprije neki opći teoremi, kojima se suzuju moguć- 
nosti presjeka euklidskih prostora s eliptičkim, smještenim prema 
teoremu 10. Zatim se unekoliko upotpunjuju rezultati paragrafa 4. 
Opći teoremi su ovi: 

Teorem 12. Ako je El, smješten u R,,N =n(n + 3)/2, pre- 
ma formulama (101) do (103), svaki El, (r<n) sadržan u El, raza- 
Pinje Ry, sa N, =r(r + 3)/2. 

Teorem 13. Prostor Ry, , N, =r(r + 3)/2, razapet od El,, 
koji se nalazi u El, (r<n), nema drugih točaka na El,. 

Teorem 14. Simbol (p, r, q) neka označuje jedan El, + jedan 
El,, koji imaju El, zajednički, a smješteni su u jednom El, (n > 
=>p+t+q—r), koji je sa svoje strane smješten po formulama (101) 


do (103). Takav (p, r, q) razapinje prostor Ry, N= ke po 2) 
“3 eer 3 
pata + 8) meze 5) ip, g=0,.1,2,...2 = — 1,0) ee ink 


2 2 
< min (p, q)] Vrijednost p ili q = 0 znači točku El,; vrijednost r = 
= —1 znači, da prostori El, i El, nemaju zajedničke točke. 

Teorem 15. Prostor Ry razapet od jednog (p, r, q) nema dru- 
gih zajedničkih točaka sa El, , koji sadržava (p, r, q). 

Teorem 16. Osim geodetskih raznolikosti El, (r=1,2,..., 
n—1) jednog E], smješten u Ry, N = n (n + 3)/2 prema formulama 
(101) do (103), koje raznolikosti imaju broj. smještenja r (r + 3)/2, 
nema r-dimenzionalnih raznolikosti V, (r = 1,2,..., n—1), koje se 
nalaze u jednom Eli, (kK =1,2,...,n—r), ali ne u El,+x—1, koje 
bi imale. broj smještenja 

Pa C+ DE. 4) 
Ž 

Pokazuje se zatim, da se teoremi 3, 4, 5, 7 i 8 mogu nadopu- 
niti u tom smislu, da prostor, koji je razapet izvjesnim skupovima 
točaka eliptičke ravnine, nema drugih zajedničkih točaka ne samo 
s eliptičkom ravninom, već niti sa El, , koji je sadržava. 

Dalje se pokazuje, da R, (pravac) ne može imati više nego dvije 
točke zajedničke sa El,. 

Teorem 5 se nadopunjuje utoliko, što ostaje na snazi i onda, 
kada se četiri točke ne nalaze na istom El,, pa ni tada razapeti R, 
nema drugih zajedničkih točaka sa El,. 

U pogledu presjeka sa R, razmotrena su dva slučaja, koja nisu 
sadržana u teoremima 7 i 8: 

Teorem 17. R, razapet sa dvije točke i jednom geodetskom 
kružnicom, koji nisu na istom El,, nema drugih zajedničkih točaka 
sa El,. dk 


+ (k—1)(r + 1)—2. 
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Teorem 18. R, razapet sa 5 točaka, koje nisu na istom El, 
i koje po tri nisu na ‘El, (geodetskoj kruznici), nema drugih totaled 
na El,. 


9. Zavrsna primjedba 


Ukazuje se na važno pitanje, da li je moguće sniziti broj di- 
menzija smještajnog prostora ispod n(n + 3)/2, ako se odustane od 
dodatnog zahtjeva, da geodetske linije treba da budu kružnice 
smještajnog prostora. Autor je pokazao!), da je to moguće u slučaju 
n = 2 našavši izometričko smještenje eliptičke ravnine u R,. 


(Primljeno 6. IX. 1952.) 
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NEKI SPECIJALNI SLUCAJEVI PRVOG PROSIRENOG 
STAVA O SREDNJIM VRIJEDNOSTIMA 


Mahmud Bajraktarevié, Sarajevo 


I. U svom radu [1] dokazao sam, oslanjajući se na rad R. Bo- 
janića [3], slijedeću teoremu: 
Neka je funkcija € (x,, x,) definisanazaa<r<ba<«=< 
< b. Pretpostavimo da postoje njeni parcijalni izvodi 
Ja ag aE 


— = =< = 
Oden Oa) 1? pases 


i da je pq 0 za sve vrijednosti x, i x, navedene oblasti. 
Da bi postojale dvije funkcije f (x,,x,) i p(£,, 1.) takve, da 
bi bio zadovoljen prvi prošireni stav o srednjim vrijednostima 
f(x.) —f(m) _1(8) 
o%(12) — © (x1) @’ (£)" 
potrebno je i dovoljno da budu ispunjeni slijedeći uslovi: 
1% da je ć (Co <.) = Ker LI; 
aaa je ve Gr, x) = 25 


Eps 0a. (1) 


ID 


ih az Oz 
39 da izrazu = —[s+ 
Pq rr? a x2 


bude samo funkcija od €, tj. da bude u = u (£), gdje je 
z = log [0 (42) —  (2,)]. 

U dijelu II. ovog rada pokazaćemo da se uslov 3% može u 
izvjesnim slučajevima izraziti i u drugom obliku, koji je zgodniji 
za primjenu. U dijelu III. primijenićemo naprijed navedenu teore- 
mu sa novom formulacijom uslova 3°, da bismo odredili funkciju 
w (t) tako, da bi funkcija € definisana jednačinom (15), zajedno sa 
odgovarajućim funkcijama f(t) i p(t), zadovoljavala jednačinu (1). 
U dijelu IV. primijenićemo rezultate dobivene u II. i III. da bismo 
odredili elementarne funkcije M (t) i w(t) tako, da bi funkcija € 
definisana jednačinom (27), zajedno sa odgovarajućim funkcijama 
f(}) i p(t), zadovoljavala jednačinu (1). 

II. Da bismo uslovu 3% dali oblik, koji će biti zgodniji za upo- 
_ trebu, postupićemo ovako: ž 
Uvođenjem nove veličine v = u — 2z uslov 3% postaje 


doo bp Es: (2) 


= 
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Jednačina (2) pretstavlja linearnu parcijalnu jednačinu prvog reda 
funkcije v sa nezavisnim promjenljivim veličinama x, i x,. Odgo- 
varajući sistem običnih diferencijalnih jednačina glasi: 
day _ dm _ dv, (3) 
Che ip mo 
Iz prve dvije razmjere (3) dobijamo jedan integral sistema (3) u 
obliku 
n (x1, 2.) =G. (4) 
Iz posljednje dvije razmjere (3), s obzirom na (4), dobićemo još: 
jedan integral sistema (3) u obliku 
OME Mew ave; 
Prema tome, opšti integral parcijalne jednačine (2) glasi 
| v = Fy (x1, 2,) + F1 (0), (5) 
gdje je F, (x,,x,) jedan partikularni integral jednačine (2), a Y, (7) 
jedna proizvoljna funkcija od 7. Uslov 3°, medutim, zadovoljavaju 
samo ona rješenja (5), koja imaju oblik u— 2z. Prema tome, za 
određivanje funkcije z imamo jednačinu . 
mes de Ss (€, Lo) TI GN č 
u kojoj treba odrediti Y, (7) tako, da ona bude identički zadovo- 


ljena. Međutim, kako ni Pentti u (£) nije određena, možemo u | 


ovoj jednatini u(£) smatrati nekom proizvoljnom funkcijom od 


€ (C,, £9). Prema tome, funkcija z zavisi od dvije proizvoljne funk- | 


cije u(é) i Y, (1). Uvođenjem novih veličina jednačinama 


Fo (a. ac:) =—2log F (1,22), u (8) = 2log ® (8), s(n) = — Bog oo (6) | 


i uzevši u obzir da je. a = 
e dobivena jednačina postaje 
son oe 1-9) Tm). visti Ue 


2 = log [p @,)— 9 (=), ; as? omiset ay X 


eve 
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f _ an an 271 
ER o aa Dred 9x1 9x: 

aF aF a2 (9) 
P=, m=, 2= 

2x1 ax 9x19 4%, 


Međutim, iz (3) i (4) odnosno iz prve od jednačina (6) i činjenice 
da je F, (£,, X.) partikularni integral jednačine (2), slijedi, da je 


Pđi +qPpi=0, pax +qpz+Fs=0, (10) 
to gore dobivena jednačina konačno dobija oblik 


‘ 


o” Mr y 
F (pa doma >| Foy (Prq2 + oi pe + Fs) + s2=0. (11) 


Uslov (11) i drugi od uslova (8) pretstavljaju uslove, koji su ekvi- 
valentni sa uslovom 3°. Ovi uslovi, u krajnjoj liniji, zavise samo 
od osobina funkcije €. Prema tome, ako je data funkcija €, onda 
su ovim uslovima određene i funkcije @ (£) i Y (2). Funkciju ¢ (t) 
tada dobijamo iz jednačine (7). Funkcija f(t) definisana je tada [1] 
jednačinom 


u =21log ® = log K — log |S] 


III. Odrediti funkcije O i Y iz jednačine (11) u opštem slučaju 
je vrlo teško. Osim toga funkcije ® i Y uopšte uzevši nisu elemen- 
tarne funkcije. Stoga ćemo ovdje posmatrati jedan jednostavan slu- 
čaj, kada je tu jednačinu moguće napisati u obliku 

D“ w’ U“ 
Š (§. ) = (m vi =) 
gdje su P i Q funkcije, koje ćemo odrediti tako, da ova jednačina 
bude identički zadovoljena. 


(11a) 


Množenjem jednačine (11) sa Fe gdje je A = 1 (£) jedna funk- 


cija od €, koju ćemo odrediti naknadno, ona postaje 
A ZINE! 


aa eye =o (12) 


o P1491 vw“ 
> Pon o Po ao 
D = pq ww Fpq 


gdje je A = E Odredimo 2 (é) tako, da koeficijenti 


eee La budu samo funkcije od 7. Za to je potrebno i do- 


voljno da budu ispunjeni uslovi 


peat Pi di 10 iq 4 

Draše = SMS, SE — — Ilog —>(=0, 13a 
nat code oe oes | | 
x Pax Pq q 9X2 q : 


Oduzimanjem ovih jednačina jedne od 


9 
d 
Sek?) skrdakkni ki bm ibo: (13c) 
P 9x1 |Piq q 9x2 |pi 91 
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koja zamjenjuje jedan od uslova (13a) i (13b). Uslov (13c) možemo 
shvatiti kao parcijalnu jednačinu sa nepoznatom funkcijom z = 
= A/p,q,, čiji ćemo opšti integral napisati u obliku z = 2g'/g gdje 
je g proizvoljna funkcija od 7. Prema tome je 


A =>2piqi £. 
o 


Zamijenivši u ovoj jednačini A njegovom vrijednošću i uzevši još 
i drugu jednačinu (10) dobijamo sistem jednačina 


Pia» + qipe+ F (s — 2pi 41 =| =" 


pa» +gpet+Fs=0. 
Sabiranjem ovih jednačina, nakon što smo, jednom, prvu pomno- 
žili sa q drugu sa q, i, drugi put, prvu sa p drugu sa p, i uzeli 
u obzir prvu od jednačina (10), dobijamo nov sistem jednačina, 
koje se mogu napisati u obliku 


2 a ees Pan =0 
ere eee 8 a: Foes? : 


odakle, integriranjem, dobijamo 


| Fppi = g? [W(r)]?, F?. ¢qi = — 2? [x’ (x2) ]?. (14) 
gdje smo sa y’ (x,) i y (x,) označili izvode nekih proizvoljnih funk- 
cija od x, odnosno od x,. Diobom ovih dviju jednačina dobijamo 
jednačinu, koja zbog prve od jednačina (10) dobija oblik 

p w’ (x1) 

= Serer rare U = ds 

q d X (2x2) = 
Ova jednačina pretstavlja linearnu parcijalnu jednačinu prvog reda 
sa nepoznatom funkcijom ć. Njen opšti integral može se napisati u 
obliku 

H(£) = ew (x3) + x (x2). 
gdje je H (€) proizvoljna funkcija od €. Iz uslova 1° slijedi, da je 
z() = ep (t) — K, gdje je K neka konstanta (proizvoljna), a iz ovog 
i uslova 2° slijedi, da je H (t) — 2ew (t)— K. Prema tome je konačno 


KU (x1) +“ (x) E 
2 


vo= (15) 


Prva od jednačina (10) s obzirom na (15) postaje 
1 
turneji 
koja pretstavlja parcijalnu diferencijalnu jednačinu sa nepoznatom 
funkcijom 4, čiji opšti integral glasi 
G (9) = (x2) — W (x1), (16) 
gdje je G (1) proizvoljna funkcija od 7. 


Funkciju 2 (£) odredićemo iz jednačine (13a), koja s obzirom 
na (15) i (16) postaje 
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ye wy’ (£) 
= 2 
a tere =O 
odakle je 
LO=C ly’ I, (17) 


gdje je C proizvoljna konstanta integracije. 
Iz (14) s obzirom na (15) i (16) dobijamo 


F=\Vy' (@) - \— 2226’ (7) . 


Ako u ovoj jednačini stavimo da je \—2 9? G' (1) = 0(%), gdje je 
0 (+) proizvoljna funkcija od 7, dobijamo 
1 
F=[y' (1° -e(™). (18) 
Uzevši u obzir (15), (16), (17) i (18) i izvršivši sve potrebne 
računske radnje, jednačina (12) konačno dobija oblik 
1. DO 2Vy"—3u2 


4v2() o 16y"t = 
E ih. s. 2 o E Cc7 w o“ G’ a o (ee 
= caw t G fs oe yt oGa (19) 


gdje na lijevoj strani figurišu funkcije samo od € i njihovi izvodi 
po €, a na desnoj strani funkcije samo od 7 i njihovi izvodi. 

Iz svega izloženog izvodimo zaključak: Da bi jednačina (11) 
imala oblik (11a), potrebno je i dovoljno da je funkcija € data jed- 
načinom oblika (15). U tom slučaju jednačina (11) ima oblik (19). 

Za određivanje funkcija f(t) i p(t), koje zadovoljavaju (1), 
nije potrebno posmatrati (19) u njenom najopštijem obliku. Za tu 
svrhu je dovoljno (16) i (18) napisati u obliku 

1=Vva)—va)=v—Vv, (20) 
1 1 
a KA o (21) 
t. j. dovoljno je uzeti da je G (9) = 9, 0 (1) = 1. Na taj način jedna- 
čina (19) postaje I 
il Ka v8 ayy” ss 3"? ja yw > 
4y'2 o 1694 es 
Pošto je (22) identitet, to se ona raspada na dvije jednačine izjed- 
načivši obje strane sa k, gdje je k proizvoljna konstanta! Te jedna- 
čine mogu se napisati u obliku 


(22) 


as Oo + a) O=0, VW=xkV. (28) 
Opšti integral druge jednačine (23) je: mae 

Wa 407 Vh 4 Be TE za k>0, fea 

W=Asin(B+n\—k) ~ zak<o0, (24). 


W=An+B zak=0. 


eee 1 
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Da bismo našli opšti integral i prve jednačine (23), izvršimo 


smjenu promjenljivih veličina jednačinama 
ik 


v=ve&, &=[w (&)]*.2(), 
gdje je nova nezavisna promjenljiva veličina a ®, nova funkcija 
te nezavisno promjenljive veličine. Prva od jeašafiha (23) tada 
postaje 
0," = 4k ®, , 

čiji se opšti integral dobije iz jednačina (24), ako se u njima zami- 
jeni Y sa 0,, 7 sa vy, k sa 4k. Vrativši se ponovo na stare promjen- 
ljive veličine dobićemo opšti integral prve od jednačina (23), koji 
glasi: 


cf 
O=[w] 2 (4.22% + Be 2%) zak>0, 
O= y 2 Arsn(Bi+2v\—kh SELO (25) 


1 
o=[y] 2 (4+ B) ek 0, 
gdje su ? i w funkcije od €, a y’ izvod funkcije wy po kohkaAB: Aj 
B, su proizvoljne konstante integracije. j 
Iz drugog od uslova (8), a prema (20), (21), (24) i (25), slijedi, 


da je | 
Až+0, B=—A s zak>0; 
A+0, B=nx, n=0, +1, +2, zak<0; 
A+=0, B= za ae 


Na osnovu ovih jednačina i (21), (24) i (25) iz (7) dobije da 
ka tražena funkcija # (0, koja pe jednačinu (1), data acs 
om mets < 


Pa)=A [4,2 OW p, e 24OVR] + ' zak>0, 


e@=5(-1 mae za k<O0, | 


| ] si soga ES he 
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gdje su A, u, v proizvoljne konstante, koje stoje u jednostavnim 
odnosima sa konstantama A, A,, B,, Ci k. 

Iz izloženog slijedi, da se jedna od funkcija y(t),  (t) može 
birati proizvoljno. Tada je druga definisana jednačinom (26). 

IV. Neka je sada € (c,, 9) definisana jednačinom 

; M (04 + @2) = Myo, + Moa, (27) 

gdje je 
M= M(é), My =M (x1), Mo=M (x2); O=o(é), ©, =O (x1), W2= (x2). 
Zadatak se sastoji u tome, da se odrede elementarne funkcije M (t) 
i o (t) tako, da funkcija € (r,, x,) definisana jednačinom (27) zajedno 
sa odgovarajućim funkcijama o (t) i f(t), koje također treba odre- 
diti, zadovoljava jednačinu (1). 

Iz (27) dobijamo 
Mio (01 + 02) + wy" 2 (My — M2) 

(01 + @2)? M“ 


. 28) 
_— Me’ 02 (@1 + 02) + 01 02 (Mz — My) o) 
=» (01 +02)? M’ 

ee A kari M (29) 


Oz + We gs yi: 


Sistem običnih diferencijalnih jednačina (3), koji odgovara parcijal- 
noj diferencijalnoj jednačini (2), u ovom slučaju ima integrale 


7] = (My — M2) 01 02 + j My’ 012 dag — ( Mo! 7 dx2 = Cy. (30) 
v = — log [(@1 + @2)? M’] + C,, 
te je F, (x,,x,) = — log [(w, + w,)? M1], odakle je prema (6) 
F (x1, x2) = F = (wz + 0) ym’ (31) 
S obzirom na (9) iz (30) i (31) oe amo: ; 
pi = Miro (0; + 2) + (My — M2) oro = p F*, (32) 
41 S — [Mo! 02 (1 + 02) + (Mz — M;) 01 o'] = — q F?; 
LES 
p2 = oy" yur i ear ; 
(33) 
G2 = Wz! ym! + = (01 + @2) ==> = = 
Iz (33) s obzirom na (29) i (30) dobijamo 
2M‘M” — 3M“2 ; 
w= Me Fea. (34) 
Iz (32) dobijamo s, = (P, 4» + Gy P.)/F’ odakle slijedi, da je — 
piq2 +qip2 + Fs = 2F sy. (35) 


Uzevši u obzir (31), (32), (34) i (35) odgovarajuća jednačina (11), 
nakon diobe obiju njenih strana sa FpqM'? i prebacivanja pojedinih 
članova s lijeve strane na desnu, postaje 
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iL oe 2M’ M“ — 3M” 


U" 281 2 
= Dy)t | — -= |. 36) 
ME o am = (0, + 0) | W ak a ( 
Iz činjenice da je, prema (32), 
D (£, : 
Pag = PIP = —2par =#E0, 
9A2 


slijedi, da su x, i x, funkcije od £ i 9, čiji su izvodi po i 
2 Xi = 1 9x2 s, al 5 2x1 ie 1 2 x2 u 1 


DE up LOTO BJE pdt BM JEŽ 


Prema tome, lijeva strana jednačine (36) zavisi samo od ć, a desna 
zavisi od 7 preko Yi njenih izvoda YW i Y” iod £1 4 preko x, i Xp. 

Diferenciranjem jednačine (36) po 7 dobijamo jednačinu, koja 
se nakon sređivanja može napisati u obliku 


vw" w’ 234 yw yw 
— — A s= 0%, 
Da Vu pio, (2 w 7] 1 
gdje je radi kratkoće stavljeno 
= 1 2 qi” ‘ - 42 a ee 
A — mo 9 284 > 9 IM. (04 Oy oe 204 ) ===. Mi LOT VW ] 
Pt Gis Pi 


2 
= = [Ma (02 02" — 2092) — My” 0 o) . 


Diferenciranjem dobivene jednačine po € dobija se jednačina, koja 
se može napisati u obliku 


oe Wy 
2 (2 ye a = 


27,2 a See 
a PLY 91 (mi SKI ša 
Pi [M2 (02 02" 2 2092) == Mo“ Wo 02] + qu (My (Wy 4" = 204!) = Mi“ Wy 01'] 


U cilju lakšeg zaključivanja, u toku daljeg izlaganja posmatraćemo 
specijalan slučaj, kada je M (t) = t, što nam neće smetati, kako 
ćemo kasnije vidjeti, da iz dobijenih zaključaka dobijemo vrlo lako 
zaključke i za opšti slučaj. Uz ovu pretpostavku dobijena jednačina 


postaje ' 
koja b# H 
gdje je 
aA aA 
HY = M ae 
Pr (p om 7 rak 
K = qu (01 @4" — 2012) + p43 (@2 04” — 2022), (38) 


i gdje u izrazima za A, p,, q, i s, treba staviti Mi=M,=M=1, 
M", = M“, = 0. Diferenciranjem jednačine (37) po € dobijemo jed- 
načinu, koja, nakon uklanjanja imenitelja i prebacivanja izvjesnih 
članova s jedne strane na drugu, glasi 


poenom (39) 


sa sta 
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gdje je 
aH aH aK aK 
Pere. moe — pr ——- 

qi a Pi Dat QO=1 Dire. 


Lako je uvidjeti, da je lim K = 0 i limQ@=0. Ako sada jednačinu 
X, +> Xs X, > Xp 

(39) podijelimo sa x, — x, (x, += x,) i pustimo da X, —> x,, dobijamo 

jednačinu 


aK 
im = i PS lint him 20 . (40) 


x,>x,9X1 xx, x,> x, x>x,9 11 


Međutim, može se lako dokazati, da je 


MK : = 
a; = lim = — 8025 (0922 02“ — 9092 Wo! 02“ + 12029) , 
X,> x, 9X4 
Ao = lim P = — 16054 (0923 02] V — 40922 wo! wo” — 90022 02/2 + 36024) , 
X,>xX, 


Bo = lim H = 80023 (022 02“ — 9099 Ws! M2” + 12029) , 


x,>X, 
bi = lim Q = 160025 (023. 021V — 40992 We! 02“ — 90022 2/2 + 36024), 
x>x 7 HA 


odakle slijedi, da je jednačina (40) identički zadovoljena. 
Jednačinu (39), obzirom da je a,A, = b,B,, možemo napisati 
u obliku 


P—A Rn eee H—B — bi (x1 — x2) 
m 0 4p a (1 2) _ g, Waa py oc EE 
A a (Ce su = OD (x1 — 2X2) 
mix. 
Prelaskom na graničnu vrijednost za x, —> x, dobijamo jednačinu 
aP ay a2 K : aH : 18422 
ai lim + lim P* = lim —, = bilim PE dia e gS 
Ky >xX,FXL x, > x, 2 ,9%_ 9 LA X,> Xy 9X1 x 9%, 2 Xj 9X9 XA 
Ako uvedemo nove oznake jednačinama 
oH 1 9? K 1 220 
Ai = lim S Bi = lim Zoo 2S im TREN) b=— lim ==> 
= x,-> x, 9X1 : x, > x, 9 XA 2 x, > x, 9x17 2 x, > x, 9x1? 


posljednja jednačina postaje a,A, + A,a, = b,B, + Bob, koja zbog 
a, = —w*, B,, b; = —w*, A, postaje 
Ao (az + 022 By) = By (b2 + 022 A1). 
Međutim, nakon prilično dugačkog računa, dobija se, da je — 
a2 = — 40024 (23 021V — 20022 Wo’ 2” — 90922 We"? + 2400214) , 
By = 4022 (0923 021V — 40022 02/ 02“ — 9022 Wg"? + 36021) , 
ba 8025 (We! MV + 50023 02" 021V — 32022 Wo"? 02“ — 22023 Wg” 02“ — 
— 720022 Wo’ Wy”? + 144002 023 Wo” + 21602/5) , 
Ay = — 8023 (024 02V + 3023 We! WIV — 220023 02“ 02“ — 2409? 092 Wo" — 

— 54022 Wo! Wo"? + 14409 09309" + 144095) . 
Zamijenivši veličine A,, By, A,, B,, a» i b, odgovarajućim vrijedno- 
stima u posljednjoj jednačini, ona postaje 
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(998 02/2 (Wg Wo” — 20092/2) (025 021 V — 40922 02/02“ — 902202? + 3602'4) =0. 
Ako mjesto promjenljive x, stavimo t i ako stavimo o (t) = ;. 
o(t)=o,..., ova jednačina postaje = 
08 0/2 (@ 6" — 20/2) (w3 alV — 402 0 0“ — 9w? w"? + 3604) =0. 


Dobijena jednačina može se zamijeniti jednačinom 
wo AIV — 40200 wo” — 902 0/2 + 360% =0, (41) 


jer opšti integrali jednačina w’ =0 i ww” —20? = 0 u stvari su. 
partikularni integrali jednačine (41). 

Prema načinu, na koji smo došli do jednačine (41), možemo 
izvesti zaključak: Da bi funkcija w (t) ispunjavala uslove postavlje- 
nog zadatka, potrebno je, da ona zadovoljava jednačinu (41) uz 
pretpostavku da je M (t) =t. Prema tome, funkcije w, koje zado- 
voljavaju uslove postavljenog zadatka, moramo tražiti među rješe-- 
njima jednačine (41). 

Uvođenjem nove funkcije u = w-* jednačina (41) postaje 

uVu=4u"u. 
Dobivena jednačina ima jedan prvi posredni integral, koji glasi 
u = but, (41a) 
gdje je o proizvoljna konstanta integracije. Ako u ovoj jednačini 
funkciju u zamijenimo drugom funkcijom v definisanom jednači- 


nom u = Vv, a za nezavisno promjenljivu uzmemo samu funkciju. 
u, to se ova jednačina svodi na (Jacobijevu) jednačinu drugog reda 
d2v ut 
du? Vo ( ) 


Opšti integral jednačine (41a) odnosno (41b), vrlo vjerojatno, nemo- 
guće je izraziti pomoću konačnog broja elementarnih funkcija od 
t odnosno od u uz pretpostavku da je 8 =#0. Stoga ćemo se ovdje 
ograničiti samo na ispitivanje slučaja, kada je 6& = 0. U ovom slu- 
čaju jednačina (41a) ima za opšti integral 

u=o *=ai2 + Bri (42) 
gdje su a, f, y proizvoljne konstante integracije. 

Napomenimo, da jednačinu (41a) zadovoljava i funkcija 

už=o>=(at+b)-!, 6a3+8=0, 
gdje je b proizvoljna konstanta. Međutim, funkcija w definisana ~ 
ovom jednačinom ne dolazi u obzir kao rješenje postavljenog pro- 
blema, jer‘se zamjenjivanjem ove funkcije u desnoj strani jedna- 
čine (37) ne dobija izraz, koji zavisi samo od 4, kako bi trebalo da 
bude, da bi (37) mogla biti identički zadovoljena. 

Jednačina (41) i iz nje dobivena jednačina (42) izvedene su uz 
pretpostavku da je M (t) = t. Međutim, izvršivši zamjenu promjen- 
ljive t drugom promjenljivom T definisanom jednačinom M (zt) = t, 
dobijamo neposredno rezultate, koji odgovaraju opštem slučaju pro- 
blema, koji odgovara jednačini (27). U ovom slučaju (42) glasi 


[o (D]*=aMGP+B8MG)+Yy, (42a) 


o. 


Neki specijalni sluéajevi... 1209 


gdje smo veličinu o [M (t)] radi jednostavnosti označili sa w (7). U 
jednačini (42a) funkcija M (tz) je data funkcija od 7, a w(t) je tada 
određena sa (42a). 

Da bismo konačno riješili pitanje, koje od funkcija w defini- 
sanih jednačinom (42a) zadovoljavaju uslove problema postavljenog 
u početku ovog dijela IV., potrebno je prethodno dokazati slije- 
‘deci stav: 

Da bi jednačinama (15) i (27) bila definisana ista funkcija 
€ (x,,X,), tj. da bi jednačina 

Vi + Vo Mz; + Mo 02 
| = i ot at ove 
2 4 ( 01 + 02 ) (o) 
bila identički zadovoljena, potrebno je i dovoljno da funkcije w i w 
budu definisane slijedećim jednačinama 
o-2—aM?+BM+y, (42a) 
y'=Cw?M', C+0, (44) 
gdje je M (t) proizvoljna unaprijed data funkcija promjenljive t, a €, 
a, Bi y proizvoljne konstante, i gdje su @ i W inverzne funkcije 
funkcija y i M. 
Dokaz. — Iz (28) odnosno iz (15) slijedi, da je 
p _ Miro (0, + 02) + @;'@o(Mi— M2) _ Vu“ 
q Ma! 2 (@, + @2) + @1 0(M— M) ve 
odakle dobijamo jednačinu 
(Mi — M2) (4! 02 Wo! + 0 Hy! Hy‘) + 
+ (01 + 02) (My! @, Po" — Mo'oxpi) =0, (45) 
koja se, poslije izvršenog niza jednostavnih transformacija, može 
napisati u obliku 


gi AA ZA 
Mir M2! 
01! Og Po! + 1 Oy! Wy! = (01 + 02) 0102 My! My! a eT 
M, M» 


Prelaskom na graničnu vrijednost za x, > x, = t, dobijamo jedna- 
činu 
20 oy = 20 M"? E BRO 


koja se, poslije izvršenog naznačenog diferenciranja i niza jedno- 
stavnih transformacija, može napisati u obliku 


odakle slijedi neposredno jednačina (44). Iz (45), s obzirom na (44), 
dobijamo jednačinu 

> (Mi — Mg) (04! 023 My! + 043 0 Mi) + My Mo! 0102 (092? — 0?) = 0, 
koja se može napisati u obliku 
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1 1 


0% @y? 


= M,— M2. 
2 i 1 Ta 1 E y 1 2 
My Ez M2 \02? 
Diferenciranjem ove jednačine po x, i sređivanjem dobijamo jed- 
načinu 


1 1 \'2 2 1 1 1 1 ae Bt: 
Mi? a) Mr (Coa Fate ~~ Mp!” \@o? 


Diferenciranjem ove jednačine po x, i sređivanjem dobijamo 
jednačinu 


koja se raspada na dvije: 


il il 3 Lari. (ode a eee 

oa ae ih? [at (a2) |} wi: 

Iz prve dobijamo 0, = w, = const. bez obzira na oblik funkcije M. 
Druga jednačina ima opšti integral funkciju w definisanu upravo 
jednačinom (42a), koji pri proizvoljnoj unaprijed datoj funkciji M 
sadrži w = const. kao specijalan slučaj za a= B = 0, y=F0. Ovim 
je dokazano, da su uslovi (42a) i (44) zaista potrebni. Iz (42a) i (44) 


slijedi, da je 
dM 
= ee 46 
4 Neate eee ČR 


Direktnim zamjenjivanjem veličina w i y njihovim vrijedno- 
stima (42a) i (46) u (43) konstatuje se, da je (43) identički zadovo- 
ljena za proizvoljne vrijednosti konstanata C, a, 6, y i za proizvolj- 
nu funkciju M, čime smo dokazali, da su navedeni uslovi (42a) i 
(44) odnosno (46) i dovoljni. 

Budući da između funkcije y i funkcije p iz jednačine (1) mora 
postojati relacija (26), to između M i o postoji relacija 

M: ski € 
O MESKEME asad eee st 
Prema tome svaka funkcija definisana jednačinom (42a) zadovoljava 
uslove zadatka uz uslov, da između M i o postoji relacija (47) pri. 
čemu se jedna od funkcija M i o može birati proizvoljno.!) 

Za a = AB =0 funkcija M se identifikuje sa funkcijom 1, pa se 
jednačina (27), kojom je definisana funkcija € (x,,,), u stvari, svodi 
na jednačinu (15), iz čega slijedi, da je slučaj posmatran u dijelu 
HI. samo specijalan slučaj slučaja posmatranog u IV. Ipak, funkcije 
€ definisane jednačinom (27), uz uslove (42a) i (47), ne razlikuju se 
od funkcija € definisanih jednačinom (15) uz uslov (26), jer se jed- 
načinom (46) uvijek jedan slučaj može svesti na drugi. 


!) Prema samoj prirodi problema isključuje se slučaj M = const. 
odnosno y = const. 
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Pitanje, da li jednačina (41a) uz 8 #0 ima rješenja u = w-? 
takvih, da funkcija w određena tim rješenjem uz pretpostavku 
M (t) = t zadovoljava uslovima postavljenog problema, ostaje neri- 
ješeno. U koliko pak postoji takvo rješenje, pokazuje se, da između 
. odgovarajuće funkcije w i funkcije o mora postojati relacija (u čije 
izvođenje ovdje nećemo ulaziti) 

02 o" — 60 0 gp“ — Tow’ g! + 200" g! — 16x aig’, 


koja pretstavlja samo potreban, ali ne i dovoljan, uslov i gdje je x 
neka konstanta, koja za razne funkcije w i m ima razne vrijednosti. 


(Primljeno 6. VII. 1952.) 


{ot eR Ae, UR AY 
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SUR QUELQUES CAS SPECIAUX DU THEOREME GENERALISE 
DE LA MOYENNE 


Mahmud Bajraktarević, Sarajevo 


Résumé 


Dans son travail »Sur le théoréme de la moyenne généralisée« 
[1] ’auteur a démontré, en s'appuyant sur un travail de R. Bojanić 
[3], le théoréme suivant: 

Soit € (£,, x,) une fonction définie das la région a<x, <b, 
a<x, <b. Supposons que ses dérivées partielles p, q, s existent 
et qu'il y ait lieu pg +0 pour chaque x, et x, de la région citée. 

Pour que deux fonctions f(x) et p(x) existent telles que la 
formule de la moyenne généralisée (1) soit satisfaite, il faut et il 
suffit que les conditions 1°, 2°, 3° soient remplies. 

Dans la partie II de ce travail Vauteur démontre qu'on peut, 
dans certains cas, remplacer la condition 3% par deux autres qui 
sont plus commodes a appliquer. En effet, en introduisant une nou- 
velle quantité v = u — 2z, la condition 3° obtient la forme de Vequa- 
tion linéaire aux dérivées partielles (2) dont Vintegrale générale 
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est donnée par (5), ot F, (£,, 12) est une de ses integrales particu- 
ličres et Y, (7) une fonction arbitraire de 7. La condition 3°, cepen- 
dant, est satisfaite seulement par des solutions de (5) qui ont la 
forme u—2z. Ainsi, pour déterminer la fonction z on a l’équation 
(5) dans laquelle v doit étre remplacée par u—2z et WY, (7) déter- 
minée de telle sorte que (5) soi identiquement satisfaite. Mais, com- 
me la fonction méme u.(é):n’est pas déterminée, on peut la consid€- 
rer, dans cette équation, comme une fonction arbitraire de € (Ci, La). 
Ainsi la fonction z dépend de deux fonctions arbitraires u (&) et 
WY, (y). En introduisant les nouvelles quantités F (x,, x,), P (£) et Y (n) 
par (6), ’équation obtenue devient (7). Pour que 3° soit satisfaite, il 
faut et il suffit de détermimer ® et Y de maničre que (7) soit identi- 
quement satisfaite. Pour y arriver il faut et il suffit que ® et Y 
satisfassent identiquement aux conditions (8), dont la premičre 
peut étre écrite sous la forme (11). La condition (11) et la deuxičme 
des conditions (8) sont équivalentes a la condition 3°. Ces conditions 
dependent seulement des proprićtes de la fonction € de sorte que, 
€ étant donnée, les fonctions 2 (€) et Y (y) sont déterminmées par ces 
conditions. Alors @ (t) est determinée par (7) lorsque f(t) est déter- 
minće par 2 log ® = log k — log (f/q’). 

Dans la partie III on applique le théoréme obtenu, avec la 
nouvelle formulation de la condition 3°, pour déterminer la fonction 
w (t) de facon que la fonction €, définie par (15), et les fonctions 
correspondantes f (t) et p (t) satisfassent a la formule (1). Pour cela 
il faut et il suffit que la condition (26) ([2] et [3]) soit remplie, ot 
Vune des fonctions, qui y figurent, est arbitraire. 

Dans la partie IV on applique les résultats obtenus dans II et 
III pour déterminer les fonctions élémentaires M(t) et w(t) de 
facon que la fonction € définie par (27), et les fonctions f(t) et 
op (t) satisfassent a (1). La solution de ce probléme dépend de la so- 
lution de l’équation (41) ou (41a) ou (41b). Dans le cas particulier 
oi on a 0 = 0, on obtient ce résultat: chaque fonction w définie 
par (42a), sera une solution du probléme sous une seule condition 
qu’entre les fonctions M et g, Pune d'elles étant arbitraire, existe 
une relation de la forme (47). — L’ensemble des fonctions € ainsi 
obtenues ne différent pas de l’ensemble des fonctions €, définies par 
(15), la condition (26) étant toujours remplie, parce que l’équation 
(46) donne toujours la possibilité de passer d'un cas A Vautre. 


EINIGE ZAHLENTHEORETISCHE 
UNTERSUCHUNGEN UND RESULTATE 


Alfred Moessner, Gunzenhausen 


I. Es sei zunachst eine Ableitung der pythagoršischen Zahlen 
' gegeben, die wohl einfacher als die tiblichen Ableitungen ist. 


1) Ist A-B = C-D, so gilt auch 

(A + B)? + (C— D)? = (A—B)? + (C + D)?. 
me eispiél: A=9 B=2, C=18, D=1 ergibt 112 +172 = 72 + 
feet 19°, 
2) Ist A-B ein Quadrat und C = D, so wird (C—D)? = 0 und 
wir bekommen ein pythagoraisches Zahlentripel. 
NBeisplek A= 9 B=4-C=D =—6:ergibt 13% =? + 122. 

3) Setzen wir A = a?, B= b?, C=D=c in die Formel unter 
(1) ein, so ergibt sich 

a) (a? + b?) = (a? — b2)? + 4c”. 

Diese Formel ist, da wegen (1) c? = ab? gilt, identisch mit der 
_bekannten Formel fiir pythagoraische Zahlen von Brahmagupta 
B) (a2 + b2)2 = (a? — b2)? + (2 ab), 
owo a und b beliebige ganze Zahlen (die eine gerade, die andere 
-ungerade) sind. 

4) Ist bei (3, 6) die Summe a? + b? ein Quadrat, so bekommen 
wir eine Lésung zu Et = F? + G?. 
Beispiel: a=3, b = 4 ergibt 5+ = (—7)? + 24?. 
5) Ist bei (3, 6) b = 2", so ergibt 2ab eine (n + 1)-te Potenz, 
wenn a = 1 ist, und wir erhalten eine ganzzahlige Lésung zu E? = 
= F2 + G2). 
Beispiel: a=1, b = 25 ergibt 65? = 632 + 28. 
6) Bemerkung: Aus A-B=C.-D folgt 
A preve Dy = Cr Ui (A Ph 
A2 + B2?+(C + D)? = C2 + D? + (A + B)?. 
Beispiel: A=3, B=5, C=1, D=15 ergibt 
3. + 5°+-16 =-L a .15 +38, 
32 + 52 + 162 = 12 + 152 + 82; 
6) Wenn 3s = A +B+C + D, die Identitat 
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(A—s)? + (B—s)? + (C + D—s)? = (C—s? + (D—syP + 
+ (A + B—s)?, 
(A—st+(B—st+(C+D—s) = (C —s)* + (D—s)* + 
+ (A + B—s)t. 
Beispiel: A=7, B=8, C=1, D=56. Wir bekommen s = 24, 
also 
172 + 162 + 332 = 23? + 322 + 92, 
174 + 164 + 334 = 234 + 324 + 974. 
II. Wir lésen in ganzen rationalen Zahlen das Gleichungssystem 
shes: — 7+ 07"+D, 
AS" 4. 4974+ ps = Co" 4 Co" 4+ pa, 
2) Ist 2s = m" + p" fiir beliebiges m, p und 7, so gilt 
j m2". sp" . sp" = p2. sm" . sm", 
| m2”. sp" . sp" = p2". sm". sm"; 
m?" + m?" + (2sp" — m2") =p?" + p2" + (2sm" — p2"), 
\ mo + m6 + (2sp" — m2")3 = pS + pon + (2sm" — p2")3. 
3) Setzt man bei der letzten Identit&t m = A, 2sp" — m?" = B, 


p =C, 2sm" — p?” = D, bekommt man Lčsungen zu System (1). 
Beispiel: m=1,p=n=—3 egibt s = 14, also 


16 + 378 + 378 = 36 + 14 + 14; 
ko e = 36.14. 14; 
16 + 16 + 755 = 36 + 36 + (— 701), 
te + 118 + 7553 = 318 + 318 + (— 701)3. 
Bemerkungen: 


4) Besteht die Identitat at+b+c=d+e+f, wo simultan 
a-b-c = d-e-f, so gilt auch die Identitat 
(S — 2a) + (S — 2b) + (S—2c) = (S—2d) + (S—2e) +(S— 2), 
(S — 2a)? + (S — 2b)3 + (S — 2c)® = (S — 2d)š + (S — 26)3 + 
74S =f) 
wenn S=atbtc=d-+e +f. 
Wendet man dieses Theorem auf das Beispiel unter (3, a) an, 
so ergibt sich das Beispiel unter (3, 6). 
5) Besteht die Relation at+b+c=—=dtet f, wo simultan 
a5 + b3 + c3 = d3 + e + f°, dann gilt auch die Identitat 
(a+ b)t+(ate)t+(b+c)=d+ey+d+fyt+(etfy,. 
(a+ b)-(a+c).(6+c)=(d+e)-G+fy.(e+f). 


Wendet man dieses Theorem auf das Beispiel unter (3, 8) an, so 
bekommt man das Beispiel unter (3, a). 


«mata s-- 
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6) Allgemein: Ist ZA =2>B fir p=1,3,5,...,2n—3, 
so gilt auch ob Kk 


ln i 
HA Fa )=16G8+B.) 
v<n vn 
III. Wir l6sen das Gleichungssystem 
DNžav+b)=z+y+ztev, 
BUGne bivhasjašićh y2is 2° Gr 40%, 
2 (av. boj Sx + oP 29 tw 
in ganzen rationalen Zahlen. 
2) Durch die Formel 2 (m? + p?)? = (m? — 2mp — p?)? + (m2 + 
+ 2mp— p”)? bekommt man Lčsungen der Gleichung G? + G2 = 
= H* + K+. Gilt, aber G? + G? = H? + K?,. dann gilt nach einem 
allgemeinen Theorem der Zahlentheorie fir beliebiges T auch die 
Identitat 
(T— G2? + (T—G)®+ (T+ G)"+(T+G)= 
= (T—K)® + (T— H+ (1 + H)2 + (7 + K)2 
fur n = 1, 2, 3, so dass sich Identitaten ergeben von der Form 
Be ee Be CP 4D Eee 
aa = 12, 5 
3) Wir w&hlen nun a, b, v so, dass b >a und dass sowol 
b° + a’ v= a" 
ae als auch 3 


v v \2 
die Gleichung G? + G? = H? + K? mit ( 4 5 = und bekommen die 


: ira” 2 hea a boa" 2 b"—a" : 
Relation ( Ž y+( 5 y= [x ( 2G N+ [x ( 26 \|: 


Setzen wir nun T = Lare. , so gibt T NA = die Zahl av und T + 


: 7 gibt die Zahl bv. Also gibt 


b= Pa n b" So. a" n ba a" n he a" n ms 
fra es r= Belfast) (on ge] = 


=(r—K rel ) mira = Vole Paees - 


durch G teilbar ist. Nun multiplizieren wir 


2G 
fiir n = 1, 2, 3 Losungen des vorgelegten Gleichungssystems. 
4) Beispiel: m= 3, p= 1 gibt 5? + 5? = 1? + 7%. Wir gehen 
von dieser Relation aus und setzen a=1-5=5 und b= 3-5 = 15, 
7 

» = 7. Dann ist T T= 85468750; es ergibt sich nach unserer _ 
Formel das Resultat 

2(57 + 157 ) =(— 34078125) + 68390625 + 102546875 -+ 205015625 

2 (514 + 1514) = (— 34078125)? + 683906252 + 102546875? + 205015625? 


2 (521 + 1521) = (— 34078125) + 683906253 + 1025468753 + 2050156253. 
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NEKA ISTRAZIVANJA I REZULTATI IZ TEORIJE BROJEVA 


Alfred Moessner, Gunzenhausen 


Sadrzaj 


U I. dijelu dan je najprije izvod Brahmaguptinog rješenja (3, 8) 
Pitagorine jednadžbe. U točki (4) dobiva se odatle specijalno rje- 
šenje jednadžbe E* = F? + G?, a u točki (5) rješenje jednadžbe E?= 
= F2 + G("+), U točki (6) a) i 6) dana su rješenja dvaju simultanih 
sistema. U daljnjem je izlaganju dano još rješenje sistema II (1) i 
III (1). Za svako je rješenje dan primjer i objašnjenje u posebnim 
brojevima. 


(Primljeno 30. VIII. 1952) 
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ON SOLUTIONS OF HERMITE’S AND LAGUERRE’S 
DIFFERENTIAL EQUATION 


Zlatko Jankovic, Zagreb 


The importance of investigating the solutions of Hermite’s and 
Laguerre’s differential equation, especially for integer values of the 
parameter, considerably increased since E. Schrédinger! has shown 
that the fundamental problems of the wave mechanics, i. e. the 
determination of the wave functions of the harmonic oscillator and 
of the hydrogen atom, claim for their application. Meanwhile it is 
the author’s conviction that the usual manner of determination of 
these solutions and the demonstration of their properties is not 
adequate or systematic neither in mathematical nor in physical 
writings. The aim of this article is to show that the results, in a 
somewhat generalised form, can be obtained directly from the dif- 
ferential equations by means of a systematic treatment. The impor- 
tance of this treatment consists further in the fact that some other 
important cases can be handled similarly (e. g. Bessel functions, 
Legendre functions, generalised Laguerre’s functions) as it will be 
discussed in an another article. 


I. Hermite’s Differential Equation 
Let us consider the differential equation 
Yy —2kty, + 2vy, =0, (1,1) 


where y, means a solution corresponding to the value v of the 
parameter. By differentiation of (1,1) we find 


(x) —2£(9) + 2 (¥— 1) 9y'= 0- (1,2) 
From (1,1) and (1,2) we immediately conclude upon the validity?) of 
Vp. ae Sy : (1,3) 


where c, is an arbitrary constant in general depending on v. By 
successive application of this relation we find further 


k—1 
=, | (1,4) — 


j=o = 
1) E. Schrédinger: Quantisierung als Eigenwertproblem 1, II, III, 
Ann. d. Ph. Bd. 79 (1926) pp. 361, 437, 489; see also E. Schrodinger: Ab- 


andlungen zur Wellenmechanik, Leipzig 1927. : ; 
4 2) Ku additive, arbitrary constant, which might appear in y1', can. 


be put, without loss of generality, equal to zero. 
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From the differential equation (1,1), taken for Yy+1, and (1,3), we 
establish finally the recurrence formula 
Cy41 “yVy—1 — Wey Vy F2O + D yy44 =0. (1,5) 
The results (1,3) and (1,5) are valid for every admissible value 
of the parameter and for each of the two linearly independent so- 
lutions of (1,1); we derived them directly from (1,1) and they do 
not require the knowledge of the explicit form of the solutions. 


Integer Values of the Parameter 


For integer values of the parameter we obtain the solutions 
of (1,1) in the following way*). Directly from (1,1) we find, putting 
the unessential constants equal to unity, 3 

n=M=1. mw=h= i) e* dx; (1,6) 


== a y= 41= e ( ear: (1,7) 
which are linearly independent, and where the well-known rule 
for obtaining the second solution (1,7) was applied. 

a) Casen>0 
a) First solution — Hermite polynomials H,*). 
We conclude from the relations (1,6), (1,3) and (1,5), that H_, vanish 
identically, but that H, represent polynomials of the n-th degree. 
Using the abbreviation 
= ff (1,8): 
we can easily find from (1,5) 
Hy = Ki (2x)! = (—1)! Kye (e- #*)M 
H, = Kz [(2x)? — 2] = (—1)? Koe" (e—=")(?) 

Hz = Kg |(2x)3 — 3 - 2 (2x)] = (—1)3 Ka es (e—*)") 

4-3-2-1 
1-2 


(1,9) 


4. 
A, = Ky Jen = (2x)? + | == = 1)4 Ki ex? (e—*)@), 


Thus we are induced to put 


H, = K,H,=K, da t=)" 


n! n—2m n 2 2\(n 
m!(n — 2m)! oye ite ORE ee i A 
Lg (1,10) 
and this expression can be proved by induction. Indeed, from (1,5), 
(1,3) and (1,10) it follows 
H = Cut 
api 2(n + 1) 
The left-hand side (1,10) can be proved similarly. 


: ves start from » = 0 to positive integer values of the parame- 
ter, and irom V = — 1 to its negative integer values, th 
of solutions being connected, as seen from (1.6), (17); ete ot ee 


. Ch. Hermite: Sur un nouveau développement en séri J 
tions, C. R. 58, pp. 93, 266 (Ouvres II. Paris 1908, p. 293). ke 


e“ [2x H, — i} e? = (= na Ku ex? (e—=")("+b, ; 
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The Hermite polynomials form a set of orthonormal functions 
22 


with a weight function e 2 . Considering the differential equation 
(1,1) for y» =H, and H, and multiplying it by H,, and H,, respec- 
tively, we write their difference, multiplied by e—", 
[e—=*(H’,, H, — H,, H’,)\' + 2(m—n)e—" H,, H, =0. 
It is clear that 

. +e os . 
{ e-* H,, H, dx =0, nm. (1,11) 
Observing again the equation (1,1) for y, = H,, after multiplication 
with e—* H,, we obtain 


Hn e—"=— — a An H’,e—*]' + ee es". 
2n 
4 E Hence by (1,3) 
» + o 2 +. 
H N2, = \ e—“H?, dx = EI \ “Hi dx. sni 


AR this result (1,12) we get, owing to (1,8), the ene — 
P factor i" 


= vz: n! eek (1,13) 


"Consequently the pda : 
FE Ea 
is Nie“ Hz (1,14) 
represent a set of orthonormal functions. > 
Now, some of the integrals occuring in the quantum theory 
can be raje from u 5), (1,11) and (1,13) as for instance že 


nui = +o aes 


vIn [Hat Has a oor 
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OY Hn = (Per Sd 
veon=\ na SNE ar “(n—2m)! m! 
= n=0 m=0 | 


This double sum can be represented as the product (n — 2m = k) 


(s (2x t)* 
m! k! 
m=) k==0 


Thus the generating function takes the formš) 
wp (X,t) = e—?+2*t or W(X,t)e—" = e—(t—*)’. (1,17) 
B) Second solution h,§). An easy calculation gives from 
(1,5), (1,6), (1,7) and (1,8) successively 
hy = Ky [Hy hy — Ho ho’] = (— 1)! Ky e" (e—** hy) 
= Kp [H2ho — (Hy — Hy’) ho] = (— 1)? Ky e* (e—* ho) (1,18) 
= K3 [H3ho — (Hz — Hy’ + Ho") ho] = (— 1)3 Kz e“ (e—**ho)®) . 
je we are induced to put 
n—1 
h,=K, LE) (— 1) HY ho] = (— 1)" K, e (e—* hg), (1,19). 
j=0 
and this expression can be proved by induction. First we prove the 
left-hand side of (1,19) by substituting the corresponding expressions | 
fornir, hai (1,9)? Bb 


= e—” , e2tt, 


n 
hir = Kapi ah — Da (> 1) (2x AY — tn HA) ho]. 


j=0 
Here we made use of (1,16). From (1,16) we deduce further 
2(n— 7 1) BY). ij — 2x HY, _; —2i HAYS). PHY ,=0, 


nio) a 
and its application to the preceding relation, after some jek : 
yields indeed, 

5) Obtained by complex integration from (1,16) in V. I. Smirnov: 
Kurs visšei a III», Moskva 1 a the 
function other relates Lu valid only 
‘ath, Ph Beret eee Nene es R. Courant 


math 
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Pag = Kay [Haat ho -y PM ie, fo Fe 

j=0 

The solution (1,19), left-hand side, can be also put in an another 
form 


h, = K, [H, ho — G,,_, ho], (1,20) 


G= O (—1) HY, 
= 


satisfying the recurrence relation 
q G, —2xG,_,+2nG, 5=0; G=2x, G=1. (1,21) 


with 


The proof follows again by induction. 
Now we prove the right-hand side of (1,19) with the help of 
(19) by substituting the adequate expressions for hn, hn. We find 


: hag, = (— DT" K, 4, e* [— 20 (e—# hg) —) — 2x (e—** he) . 
Leibniz’ rule together with (1,6) gives finally je 
hag, =(— 19°11 K, , e (eh) TY, 


Hence the Seca (1,19) is proved. 
_ The form of the solution (1,19) obviously includes the first 
so olution (1,10), namely for _h, = constant. . 
—— < b) Cadena | 
e) First solution #H_,. If we introduce the abbreviation 


odi HI 2B Ses 7 aS 
K = Žfi (Cy a = = (1,22) 
7 aa (a : 3 : X 
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representing a generalization of (1,26). From (1,1) we find that z, 
satisfies the differential equation 

zy + 2x2, —2vz,=0. (1,1a) 
A discussion of (1,1a) analogous to that of Hermite's equation (1,1), 
or the direct application of (1,27) to the foregoing results, gives 
(the corresponding notation being H,—>R,, h,>Tu, u Ro, 
X%—n —> Q-n): 


Recurrence formulae 


LA 


By = Cy Zy_4> (1,3a) 
Cy4-1 Cp Zp nyt 2% Cy4 1, %y— 2(V +1) 2,4, = 0; (1,5a) 
Solutions for y = 0,—1 . I 
Realan (eo ee 
2,= Ri ~=e-*, 2, = 0, =e" iy ex'dx; (1,7a) 
a)n>0 


a) First solution: 


n! 


— R = > n—2m_ a o (1 s 
R= KR = KY prazni ON = Kee, (108) 


> = 
e ig res = ey Fi x! sa bs 7 =“ : 
ge vmo=J ez gy bingo = 
(6) i ."n=0 sa I Za " č 25 ‘ teed 
pra — = 


b Second solution: 


on we m + SRO, “lake 


Fati - Ede =0 Sarge nate a: 
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P) Second solution: y_,, 0—,. An easy calculation gives 
from (1,3) and (1,7) successively 
%o—=K_, x)= K_, [Ri agit Ro| (1,28) 


%3=K_, 49 = K_.[Rex_,+ (Ri + Ri] 
%—4=K_z x©) =K_,[Ray_,+ (Ret RF! + Ry) 


_ Analogously as in (1,19a) or (1,20a) we prove by induction this form 


“of the solution: 


% (a1) = K_, 4 =K_, [Rowe > ROS |: (1,29) 


Expressing (1,7) in the form 
%—, = e* ro 
we see that (1,29), with respect to (1,19a), takes finally the form 
nom Kome ae, eee (1,30) 


In the case of the associated equation (1,la), an analogous 
treatment gives from (1,3a) and (1,7a), 
n--1 


Ont) =K_, OC} =(- " K_, [Hyp 1 = ž ("1 82,_;]. (1,29) 
j=0 
which, because of 


leads to 
Osh = Kis (0-7 ho) OH Get, : (1,30a) 
This form of solutions (1,30) and (1,30a) obviously includes the first 


solutions (1,23) and (1,23a), for r, and h, = constant, respectively. 


II Laguerre’s Differential Equation 


The discussion of this equation is in principle identical to the 
precedent case, but because of the interesting details we are going 
to analyse it exhaustively. 

We consider the differential equation 

typ Fe) yy Tr, 93 (2,1) 
where yy means a solution corresponding to the value v of the para- 
meter. By differentiation (2,1) we find E 

ro tete — sy, =0. (2,2) 
After subtraction one obtains Sie 
B(Yg— Ye) 2 nm = PEM Sr Hs 
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and we immediately conclude’) upon. the relation 

¥ v4.1 = 41 Vr — 7’) > (2,3) 
where cy+1 is an arbitrary constant. Combining (2,1) and (2,3) we 
find a further relation | 
Ly =V (Sy +&6)9y—1) (2,4) 


Finally from (2,3) and (2,4) the recurrence formula follows 
Vey Gy Soap (ey Pl — 2c) 61, Ot a pe (2,5) 


The results8) (2,3), (2,4) and (2,5) are valid for every admissible 
value of the parameter and for each of the two linearly independent 
solutions of (2,1); we derived them directly from (2,1) and they do 
not require the knowledge of the explicit form of the solutions. 

B 


Integer Values of the Parameter 
For integer values of the parameter v we obtain the solutions 


of (2,1) in the following way). Directly from (2,1) we find, putting 
the unessential constants equal to unity, 


Yo 1, p=h=\ a: (2,6) 
—_x = 
| I=L Se, yyahqae |S de. (2,7) 
which are linearly independent, and where the well-known rule for | 
obtaining the second solution (2,7) was apllied. > 
a) Casen>0 - »hrala 


se a) First solution — LaguerrepolynomialsL,!). 
e conclude from the relations. (2,3), (2,4), (2,5) and (2,6) that all | 
L_, vanish, but that L, represent polynomials of hess th deere 

Observing the abbreviation 


ee one * = 


7) An additive, arbitrary constant, phate appear in 
he AES without loss of 2 nr ie 
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(2,8) 


we easily find from (2,5) 
| Ly = Ky (x — 1) = (— 1)! Ky e* (x e—*) 


22 22-12 
Lo => (2 — 1 nt sia = (== da Ko e* Cr? e—*)(2) (2,9) 
f 32 2.92 2.92.42 - 
L=K (2*— “= šta a Ih lea a) = (— 1)? Kze* (a3e—*)(). 
‘Therefore we are induced to put 
A = (n)? 
L,=K,L, =x\ Ke pa tani facta 
m=v 

= (—1)"K, &* (gre—)(m, = *(2,10) 


and this expression can be proved by induction. From (2,5) and (2,4) 
it follows, indeed, 


a €n+1 
4 bai eA Po = LL, PET 


and hence, by application of Leibniz’s rule, 
Pat IK ures (att es his 
the : left-hand side (2,10) can be proved similarly. 
The Laguerre polynomials form a set of orthonormal functions 


ith a weight function e" > Considering the differential equation 
1) for y= L, and Lm and multiplying it by Lm and Ln, respecti- 
ly, we write their P= gel iam zas BA = 


aa ot ee Pr ales Tos i oF 
a o ey 


PE tili 


= kid 


S ke 
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By specializing 
Kehne s (2,15) 


we get the relations for the original Laguerre polynomials L, from 
(2,3), (2,4), (2,5), (2,10) 
rar EU 
LY, =n (Vn, Fa) 
n2y, + (28 +1— 2x) In + In+1—9> 
L, = (—1)" e& (xe). 


(2,16) 


A generating function!!) can be also deduced for L,. Namely we 
have 


"as=J (— 1)" — ri Ze) Ne i ey miin—m) eo 


n=0 n=0 m=0 
This double sum, because of (n—>m = k) 


PXees oe Mae 


m=0 m=0 
can be represented 
«Ek : (— xt)* i ET 1 eee 4 es 
ne. FT Tj ii i a 
or aja a : a 
ilo ur | » notonvs MMnisw s nin 
\ Zac giulieee OSL bos wy hee 
Pai == elt - : P : 
=) Bie He IMIN. SEDE sw i 
Pet dnik a: Sle ed Er 


pe ae = Š "Al saath 


ia“ Se : : e 
či > dt 4 ; 
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yO, (2,18) 


it is clear that L are polynomials of the (n —k)-th degree. From 
the differential equation (2,1,) we deduce 


( Tex LH LO da == 0k en om (2,105) 
0 


=fx e—* LM? dx = ( ake-*LO L6-Dax= 
0 


=(n—k +1) ( atl e— LG ay , (2122) 
U 


quite similarly as before. By repeated application of (2,12,) we de- 
termine, with respect to (2,13), the normalization factor 


N* =\G=By, (2,13,) 


' Thus the functions 
k x 
(nt) jače“ FL (2,14,) 
represent a set of orthonormal functions. 
Some integrals occurring in the quantum theory can be calcu- 


lated from these relations as for instance 


f zoraaa Le = f gle oe (x L&)? dx = 
0 0 
= NO (6n2 + k2 — 6nk + 6n — 3k + 2). 
P) Second solution 1,'). From (2,3), (2,4) and (2,6), 
we get = 
by = Ky [Lily — ell = (— 1) Kr e* (xe) ). 
Then an easy computation gives from (2,5) 
Ip = Ke [Lo lp — Dy x ly'] = (— 1)? Kee (x?e—*1)(2 
Iz = K3 [L3lo — Dolo] = (— 1)3 Kze* (x2 e—* Ip) @). 
Here we have introduced a system of polynomials D, satisfying the 
recurrence formula 
D, + (2n +1—~2) D,_, +n?D,_,=0; Di=x—3, Dy=1. (2,19) 
Now it becomes easy to prove by induction 
1, =K,, [Ly lo —D,_, x lo] = GDK, e“ (xre—"h)™. (2,20) 
From the recurrence formula (2,5) it follows 
T+. Kasi iz (2n + ee silo (žali 


n—1 
12) Not even in this case it has been noticed that 1, ought to satisfy 
the same recurrence formulae as L,,, except, perhaps, Bagchi, Haridas and 


Nalinikanta Chakrabarti: Note on Laguerre’s polynomial L, (2) and its 


associated equations (functional and differential), Bull. Calc. math. Soc. 
42 (1950() p. 17. See also G. Palama 1. c. 8). 
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Now the left-hand side of (2,20) shall be proved by substituting 
1, and 1,1, taking into account (2,16) and applying (2,19). This leads 
to the desired result 

lis Kuq tr Deb). 
On the other hand, the right-hand side will be proved from the 
expression 


bp = DU Ka [mt 1— 2) (zelo) — 23 (eA e hy) 0}, 


which follows after substitution of 1,:, l,. This expression can be 
written, after some transformations with the help of Leibniz’s rule, 


Ly = (— 1°41 Kapi (artien* Ler, 


Thus the expression (2,20) is proved. 
The form of the solution (2,20) obviously includes the first so- 
lution (2,10), namely for 1, = constant. 


b) Casen<.0 
0) First solutions’ a= Using the abbreviation 


=H (ie ~) 


y= 


we get135) from (2,7), (2,4) and (2,5) 
Dog =(—1' K_ S12, 


2g = (—1)? KgSa 24 (2,22) 
=r Ruig=(— 1% K_g53 2: ~ | 

We Čede that the expression. i BEK 
Pamti "KSB 2,28) 


exists generally, defining the associated polynomials | 
636 23 ula == biak aa g (2,24) 


Further we introduce the: function!4)ive, 4 besubogigi sva sw raf ; 


a in no 
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Recurrence formulae: 
Fy = C41 (% +2). (2,3a) 


(2,4a) 


Lt, = V ara POR 


—(Qv+1it2z)q4,%,+4+Ns.,=0; (259) 


Vey 41 Cy Fy—1 


Solutions for vy = 0,—1 


x) =Sy)=1, = | BE) (2,6) 
( x 
Set Sey Sent, reli Ses \ = dx: (2,7a) 
a)n>0 


a) First solution: 


i = ap. el? — g — a x Crs 
S,=K,5,=K, Jia alias ee (ot 0) (2108) 


_ Generating function 


A 
u 
e. ; | | 
4 ze oku By as. eee er 
. = — = = fe OT: = == "= == > 
iš jere et = pe ai napet 
3 


n=0 n=l 
PB) Second solution: a 
+ =K, [5,04 8,1 #81'] =K, e—* (ar 09) (2204) 


Šš, inka k 00 keno, ača, BED se 
| DETAILS Gas 


* 


| ee 


A we are cable | to prove 2 23) by sidustion From (2 5) i it 
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Similarly as before, we prove by induction the following form of 
the solution : 
EE ladu beef (2,27) 
Expressing (2,7) in the form 
A_, =e 8 
we see that (2,27), with respect to (2,20a), finally becomes 
A_(u+1) == Ks (a" e* so)” = C, ex Sn (2,28) 


In the case of the associated equation (2,la), an analogous 
treatment gives 
an =E Kee, EDE: (221) 


Expressing (2,7a) in the form 
o_,=e-—*lo 
we can finally express (2,27a), with regard to (2,20), 
S_ (np) = King eh) =(— RC ye* is (2,28a) 


This form of solutions (2,28) and (2,28a) obviously include the 
first solutions (2,20) and (2,20a) for s, and 1, = constant, respectively. 


O RJESENJIMA HERMITEOVE I LAGUERREOVE 
DIFERENCIJALNE JEDNADZBE 


Zlatko Janković, Zagreb 


Sadržaj roli 


Važnost ispitivanja rješenja Hermiteove i Laguerr 
rencijalne jednadžbe, specijalno za cjelobrojne vrij ednosti par 
tra, naročito e porasla otkako je E Schrédir 
ni pre Sha tet 
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I. Hermiteova diferencijalna jednadžba 


Iz same jednadžbe (1,1) deriviranjem nalazimo (1,2) i odmah za- 
ključujemo, da postoji veza (1,3), odnosno u proširenom obliku (1,4). 
Kombinacijom (1,1) i (1,3) dolazimo do rekurentne formule (1,5). 
Rezultati (1,3) i (1,5) vrijede za svaku dopuštenu vrijednost para- 
metra i za oba linearno nezavisna rješenja; dobiveni su neposredno 
iz jednadžbe (1,1) i ne zahtijevaju eksplicitno poznavanje rješenja. 
Iz (1,1) neposredno nalazimo i rješenja (1,6) i (1,7), pomoću kojih 
možemo odrediti rješenja za sve cjelobrojne vrijednosti parametra. 


a) n>0 


a) Prvo rješenje — Hermiteovi polinomi H,. 
Primjenom rekurentne formule (1,5), uz oznaku (1,8), redom nala- 
-zimo rješenja (1,9) i indukcijom dokazujemo, da općenito postoji 
(1,10). Ta rješenja, polinomi n-tog stepena, ortogonalni su i daju se 
X. normirati, što pokazuju relacije (1,11) i (1,13). Prema tome funkcije 
(1,14) predstavljaju sistem ortonormiranih funkcija. Ako uzmemo 
. specijalno (1,15), dobivamo originalne Hermiteove polinome za koje 
onda vrijede relacije (1,16), dobivene iz prethodnih rezultata. Funk- 
ociju izvodnicu (1,17) dobivamo jednostavnim uvrštavanjem izraza 
(1,10). 

P) Drugo rješenje ha. Iz (1,5) do (1,8) redom nalazimo 
| (1,18), odnosno indukcijom dokazujeno (1,19). Uvedemo li polinome 
| (1,21), rješenje možemo napisati i u obliku (1,20). Oblik drugog 
. rješenja sadrži u sebi i prvo rješenje, naime za h, = konst. 


b)nan<o0o 


a) Prvo rješenje #4. Iz relacije (1,3) neposredno slijedi 

(1,23), uz oznaku (1,22). To možemo dalje prikazati u obliku (1,25), 
ako uvedemo polinome (1,24), t. j. (1,26). Poopćimo li tu postavku 
i uvedemo funkcije (1,27), nalazimo za te pridružene funkcije z,, 
analogne rezultate kao i kod Hermiteove diferencijalne jednadžbe. 
“Ti rezultati obilježeni su istim brojkama. 
P) Drugo rješenje x_,»0_,. Iz (1,7) primjenom veze (1,3) 
i; redom nalazimo (1,28), dakle općenito rješenje (1,29), koje se tako- 
đer dokazuje indukcijom. Tom rješenju možemo dati i oblik (1,30). 
Analogni postupak u slučaju jednadžbe (1,12) vodi do rješenja _ 
(1,29a), odnosno (1,30a). Oblik drugog rješenja i ovdje sadrži kao 
specijalan slučaj prvo rješenje. 


; 
: 


II. Laguerreova diferencijalna jednadžba 


U ovom slučaju provodi se analogna diskusija kao u I i zbog 
zanimljivih detalja provodimo je u potpunosti. Kao sredstvo doka- 
zivanja i nadalje služi potpuna indukcija. Iz jednadžbe (2,1) nepo- 
sredno nalazimo rekurentne relacije (2,3), (2,4) i (2,5), koje vrijede 
za svaku dopuštenu vrijednost parametra i za oba linearno neza- 
visna rješenja, a ne pretpostavljaju eksplicitno poznavanje rješenja. 
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Nadalje iz (2,1) neposredno nalazimo rješenja (2,6) i (2,7), pomoću 
kojih možemo odrediti rješenja za sve cjelobrojne vrijednosti para- 
metra. 


a)n>0 

o) Prwo.rješenje — Laguerreovi polinomi L,. 
Iz rekurentnih relacija dokazujemo indukcijom rjeSenje (2,10). Na- 
dalje slijedi, da ti polinomi n-tog stepena omogućuju postavljanje 
sistema ortonormiranih funkcija (2,14). Specijalizacija (2,15) daje iz 
prethodnih rezultata relacije (2,16), koje vrijede za originalne La- 
guerreove polinome. Jednostavnim računom dolazimo i do izvodne 
funkcije (2,17). Za funkcije (2,18) vrijede analogne relacije kao i za 
Laguerreove, a ako baš uzmemo polinome (2,18a), onda nalazimo 
sistem ortonormiranih funkcija (2,14,). 

fp) Drugo rjeSenje 1,. Indukcijom pokazujemo, da vrijedi ' 
(2,20), ako uvedemo polinome (2,19). Oblik ardeds rješenja sadrži 
kao specijalan slučaj prvo rješenje. 


b)n<o 


a) Prvo rješenje 2L_,. Dokazujemo oblik rješenja (2,23), 
odnosno (2,26) tako, da uvedemo polinome (2,24), odnosno općenito 
funkcije (2,25). Za te pridružene funkcije zy vrijede analogne rela- 
cije kao i kod Laguerreove diferencijalne jednadžbe, pa su eru 
tati obilježeni istim brojkama. | : 
“ P)Drugorješenje /_,, on Rješenja (2,27), odnosno (2.28), 
određujemo iz rekurentnih relacija pomoću pridruženih polinoma, 
a rješenja pridružene jednadžbe (2,13), t. j. (2,27a) odnosno (2,28a), 

pomoću Laguerreovih polinoma. Oblik E 1g0 rješenja sadrži t tako- 
đer i ovdje prvo rješenje kao as 
riži 
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SELECTION RULES FOR MESON DECAYS INTO TWO BOSONS 
IMPOSED BY THE CONSERVATION OF ANGULAR 
MOMENTUM AND PARITY - 


Preliminary Note 
Borivoj Jakšić, Zagreb 
The complete list of selection rules for decays into two bosons of 
any kind, imposed by the conservation of angular momentum and parity, 


is derived. The existing calculations were not complete. Michel's group- 
eoretical method was employed. The following general result is 


Table I. Distinguishable Bosons 


: Forbidden for 


sd BER ne 0. 


P +0 J<S—S> | ; 
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= Table II. In distinguishable (Identical) Bosons <“ — 


a 


150 


Biografija 


IVO BABIĆ — GJALSKI 
16. II. 1927 — 18. V. 1953 


Dne 17. svibnja o. g. u stijeni 
Kleka zatekla je prerana smrt Ivu 
Babića-Gjalskog. ' 

Ivo Babić-Gjalski, asistent pri 
katedri za Teorijsku fiziku Prirodo- 
slovno-matematičkog fakulteta i sa- 
radnik Instituta za fiziku »Ruđer Bo- 
šković«, rodio se u Parizu 16. II. 1927. 
U školu je pošao u Beču, nastavio 
je kroz pet godina u Londonu, zatim 
u. Beogradu, a maturirao je u Zagre- 
bu 1945. Bio je uvijek odličan đak. 
Rano se oduševio za prirodne zna- 
nosti, naročito za astronomiju, te je 
pod kraj srednje škole slobodno vri- 
jeme provodio uz teleskop na Popo- 
vu tornju. Prilikom obnavljanja Hr- 
vatskog prirodoslovnog društva 1945. 
bio je oduševljeni i požrtvovni mla- 
di član odbora toga društva. 

1945. god. se upisao na Građe- 
vinski odsjek Tehničkog fakulteta u 
Zagrebu, no već slijedeće godine vu- 
če ga interes za fiziku i matematiku 
na novoosnovani Prirodoslovno-ma- 
tematički fakultet. Tu se odmah 
ističe svojim talentom i voljom za 
nauku te kroz tri godine, sve do kraja studija, vrši dužnost demostra- 
tora kod prof. dr. I. Supeka. Pod njegovim vodstvom savladava u kratko 
vrijeme osnovne pojmove kvantne mehanike, te nauke, čije su zakoni- 
tosti tako neobične i uzbudljive za mladoga čovjeka željna znanja. Uče- — 
stvuje sa nekoliko referata u seminaru za teorijsku fiziku. Posljednje 
godine studija posvećuje se teoriji polja, napose kvantnoj elektrodina- 
mici, jednoj od najtežih i najprivlačivijih disciplina teorijske fizike. 1949. 
godine u zajednici sa nekim kolegama objavljuje i svoj prvi naučno- 
stručni rad — referat o kozmičkim zrakama i mezonima, izdan u Zbor- 
niku radova studenata 1949. Iste godine završava studij s odličnim uspje- 
hom i postaje asistentom pri katedri za Teorijsku fiziku. Dvije godine 
vodi vježbe iz Elektrodinamike, a zadnje dvije šodine života predaje 
Statističku mehaniku. Oduševljenje za nauku, koje je njega prožimalo, 
znao je unijeti i u svoja predavanja. . 

Rezultat njegovog rada na kvantnoj elektrodinamici je monogra- > 
fija »Korespondencija između klasične i kvantne elektrodinamike«, koja 
je pisana zajedno sa prof. dr. I. Supekom, a izaći će u nakladi Jugosla- 
venske Akademije znanosti i umjetnosti u Zagrebu. Tu se zorno dovode 
u vezu klasični i kvantni zakoni zračenja kod elektrodinamičkih procesa. 
Napisao je nadalje više članaka za »Prirodu«; među ovima se ističe 
prikaz o dosad poznatim elementarnim česticama. Kao član Društva 
matematičara i fizičara N. R. Hrvatske održao je 7. II. 1952. kolokvij 
»O računu smetnje u kvantnoj e'ektrodinamici«, i učestvovao u mnogim 
diskusijama. 

U društvenom i organizacionom radu naročito se isticao. Tako je 
obavljao englesku korespondenciju Društva i sa još dvojicom kolega 
preuzeo organizaciju društvene knjižnice. Taj zadatak povjeren mu je 
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zbog njegovog doista stručno vršenog uređivanja knjižnica Instituta za 
teorijsku fiziku i Instituta »Ruđer Bošković«. Sve te poslove, koji odu- 
zimaju dosta vremena i energije, obavljao je sa svojstvenom mu točno- 
šću i marljivošću. 

U zadnje je vrijeme počeo raditi na disertaciji o gama-zračenju 
atomnih jezgri. Ovog je ljeta trebao poći u Grenoble u »Ecole d’été de 
physique théorique«, a za jesen je već imao stipendiju od Evropskog 
centra za fiziku za jednogodišnji rad sa grupom teorijskih fizičara u 
Kopenhagenu. 

No, sve je to prekinula iznenadna smrt. 26 godina života danas je 
premalen vremenski razmak za biografiju jednog naučnog radnika; to 
je tek uvod u knjigu sa neispisanim listovima. A njezin je sadržaj prema 
svemu trebao biti sjajan. Stoga je gubitak za našu mladu nauku neobič- 
no težak. To najbolje znadu oni, koji su s njime zajedno radili — ta 
on tek što je napustio školsku klupu, a glas mu je jedva dopro izvan 
zidova seminara. 

Njega, kao cijelog čovjeka, još je više šteta. Bio je jedan od onih 
rijetkih mladih ljudi, obdarenih jakim duhom i tijelom, koji se svijesno 
bore za umno, čuvstveno i moralno savršenstvo, koji se onomu, što za- 
vole, predaju punim žarom, ustrajnošću povlače druge za sobom, a 
skromnošću i uslužnošću stiču svuda prijatelje. Svojom društvenošću 
među kolegama tako je djelovao, da bi prema riječima prof. Supeka u 
novom Institutu »Ruđer Bošković« on sigurno bio onaj cement, koji 
dijelove povezuje u jednu cjelinu. Ljubav prema prirodi, težnja za 
ljepotom i želja za čeličenjem volje učinile su, da je svom dušom prigrlio 
i planinarenje, tu lijepu, napornu, ali za njega sudbonosnu strast. 


Vladimir Glaser 


Bibliografija 
Dr. Tatomir P. Anđelić: 
TENZORSKI RAČUN 


Naučna knjiga, Beograd 1952., VIII + 319 str. 


Tenzorski je račun danas već opća svojina ne samo matematičara, 


nego i fizičara, a primjenjuje se i u nekim tehničkim disciplinama. Mo- 


derni prikazi diferencijalne geometrije više se ne daju zamisliti bez ten- 
zorskog računa, a otkad je razvitkom opće teorije relativnosti taj račun 
snažno zahvatio u probleme fizike, nalazimo ga sve češće i u drugim 
područjima. 

Izašao je eto prvi udžbenik te grane matematike na našem jeziku. 
Poslije uvodnih razmatranja prvoga poglavlja autor u drugom poglavlju. 
razrađuje tenzorsku algebru, a u trećem poglavlju tenzorsku analizu. Pri 
tom primjene u diferencijalnoj geometriji služe kao ilustracija. U četvr- 
tom poglavlju daju se primjene u mehanici, koje su upravo autorova 
uža domena, pa se tu najviše osjeća originalnost autorove obrade i utje- 
caj njegovih vlastitih prinosa toj oblasti nauke. Autor je velikim trudom 
proučio opsežnu noviju svjetsku literaturu o tenzorskom računu, pa je 
tako mogao obuhvatiti ovu oblast matematike na moderan način. 

‘ Česta je pogreška takvih udžbenika, da su previše sažeti. Oprav- 
dava se to obično time, da se radi o višem području matematike, pa se 
može očekivati izvjesna matematička zrelost od onog, koji se prihvaća 
izučavanja te oblasti. No zaboravlja se, da je potrebna zaista velika zre- 
lost, ako treba svladati ujedamput i kompliciranost nove materije i sa- 
žetost prikaza. Autor nije zapao u tu griješku, jer je njegovo izlaganje 
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opširno, i svaki je novi pojam pomno objašnjen. U izvođenjima odabran 
je ponekad dulji izravni put, koji je sustavan i jasan, umjesto da se 
raznim doskočicama skrati račun, čime se dokazi mogu učiniti elegant- 
nijim, ali za početnika time često postaju neprozirni. 

Poslije autorova prijevoda Eisenhartova »Uvoda u diferencijalnu 
geometriju« (An Introduction to Differential Geometry), gdje se ten- 
zorski račun obrađuje u drugom poglavlju kao sredstvo za izlaganje o 
diferencijalnoj geometriji, sada imamo eto originalni autorov udžbenik, 
gdje je tenzorski račun opširno razrađen kao glavni cilj izlaganja. Nema 
sumnje, da te dvije knjige zajedno predstavljaju dragocjenu pomoć na- 
šoj sveučilišnoj nastavi i omogućuju i svima onima van sveučilišta i 
visokih škola, kojima je potrebno poznavanje tenzorskoga računa, da se 
na temeljit i ne pretežak način upute u tu oblast matematike. 


Kao u svakoj novoj knjizi i u ovoj će se naći neki manji nedostaci. 
Spomenut ćemo neke, koji bi možda čitaocu mogli smetati. 

Na str. 98. u primjeru 2. traži se — očito pomutnjom — dokaz 
euklidske metrike na torusu. Metrika na torusu smještenom u trodimen- 
zionalnom euklidskom prostoru dakako nije euklidska, što se uostalom 
vidi iz metričke forme, koja je navedena u primjeru 7. na str. 247. Tek 
u četverodimenzionalnom euklidskom prostoru postoje plohe s euklid- 
skom metrikom, koje su homeomorfne torusu. Na str. 121. tvrdi se po- 
stojanje apsolutnog paralelizma na torzi uzduž zatvorene krivulje, koja 
ne siječe greben (strikcionu liniju). Kao iznimka se ističe zatvorena kri- 
vulja na čunju, koja uključuje vrh. No to nije jedina iznimka. Na pr. 
na Mobiusovoj vrpci ima zatvorenih krivulja, za koje stavak ne vrijedi. 
Trebalo je dodati (dovoljni) uvjet, da zatvorena krivulja bude rub po- 
dručja na torzi, koje se može u cijelosti (bez kidanja) razmotati u rav- m 
ninu. Analogno treba na str. 172. tvrdnju o apsolutnom paralelizmu uzduž 
zatvorene geodetske linije ograničiti na dvoobalne krivulje. Na jedno- 
obalnim krivuljama, kojih ima na neorijentabilnim plohama (na pr. na ~ 
eliptičkoj ravnini, koja se može smjestiti u 4-dimenzionalnom euklidskom 
prostoru tako, da zaista dobije eliptičku metriku), poslije jednog obila- 
ska paralelno pomaknuti vektor izlazi zrcaljen prema tangenti u polaz- 


noj točki. Štamparskom griješkom u formuli (5) na str. 181 stoji — Rie 
Sto je u ispravcima korigirano na — Ris no trebalo bi još u formulama 


(4) i (5) promijeniti predznake članova s produktima Christoffelovih 
zagrada. Na str. 191. se tvrdi, da lokalne euklidske koordinate uvijek 
tvore geodetski sustav koordinata, što nije točno. Za euklidske koordi- 
nate se traži samo da budu ortogonalne u jednoj točki, dok se za geo- 
detske ne traži ortogonalnost, ali se traži stacionarnost veličina g;, u do- 
tičnoj točki. Ako je dakle za geodetski sustav gj,= 0 (i=Ek) u toj točki, 
onda je on i lokalno euklidski, ali ne vrijedi obrnuto. Neke druge sitne 
netočnosti lako će čitalac sam ispraviti. : 

_U estetskom pogledu knjiga je lijepo opremljena. Jedino bi se mo- 
glo željeti, da slova u slikama budu nešto sitnija i tanja. Slici 10a na 
str. 172 «treba prigovoriti, da je u njoj projekcija kružnice nacrtana kao 
krivulja sa šiljcima (a trebala-bi biti elipsa). 

Ove kritičke napomene iznosimo u želji, da pomognemo autoru 
kod dotjerivanja idućeg izdanja, a čitaocu kod upotrebe ovoga prvog 
izdanja. Niukoliko time ne mislimo umanjiti značenje ovoga udžbenika 
tenzorskoga računa, koji predstavlja vrlo vrijedan prilog našoj domaćoj 


matematičkoj literaturi i ujedno jedan od lijepih rezul 
naučnoga rada na tom području. ie soko 


Dr. Danilo Blanuša. 
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| J. M. Blatt — V. F. Weisskopf: 


THEORETICAL NUCLEAR PHYSICS 


864 str., John Wiley & Sons, Inc., New York 1952. & 12.50. 


Razvoj nuklearne fizike u zadnja dva decenija, te njena primjena 
i veliki interes, koji danas za nju postoji u ¢itavom svijetu, nametali su 


' već dugo potrebu za jednim standardnim udžbenikom i pregledom njenih 


teorijskih osnova i metoda. Taj zahtjev konačno je zadovoljen pojavom 


| ove dugo očekivane knjige, koja će sigurno još izvjestan niz godina pred- 


stavljati neophodan priručnik ne samo svakog teorijskog fizičara već 
i svakog onog, koji radi na nuklearnoj fizici i na eksperimentalnom po- 
lju. Taj rad se danas naime ne možc više ni zamisliti, a da se ne poznaju 
osnovni kvantni zakoni, koji vladaju u atomnoj jezgri; jezik kojim se 
uostalom nuklearna fizika i služi, jezik je kvantne teorije. Tu svrhu će 
ova knjiga, koja naročito naglašava one aspekte, koji se mogu upotre- 
biti u interpretiranju i razumijevanju eksperimenata, uslijed jednostav- 
nog i jasnog načina izlaganja, u potpunosti izvršiti. 

Danas još uvijek ne poznajemo sile, koje vladaju između pojedinih 
nukleona, radi čega dosad i nije uspjelo svojstva jezgre izvesti iz jedne 
fundamentalne teorije, koja bi međudjelovanje između nukleona prika- 
zivala pomoću jedne (ili više) vrsti mezona. Autori se stoga ograničuju 
u izboru gradiva na »praktičnu nuklearnu teoriju«, koja se sastoji u 
primjeni elementarnih principa kvatne mehanike na ispitivanje svojstva 
jezgre i nuklearnih reakcija na jednoj poluempiričkoj bazi. Ta teorija 
uostalom i obuhvata gotovo sve ono, što danas o jezgri znamo, dok autori 
smatraju da mezonska teorija nuklearnih sila još nije opravdala jednu 
sistematsku obradu u okviru jedne elementarne nuklearne teorije. U 
knjizi se obrađuju, s iznimkom problema raspršenja nukleona na nukleo- 
nima, isključivo fenomeni do energije od 50 MeV — područje, koje se 
danas naziva klasičnom nuklearnom fizikom. Pored procesa kod visokih 
energija, koji uglavnom i zadiru u mezonsku teoriju, ispuštena su ta- 
kođer i sva razmatranja, koja nisu direktno u vezi sa svojstvima same 


jezgre. 


Počevši sa uvodom o općim svojstvima jezgre, prelazi se na iscrpnu 
analizu uzajamnog djelovanja između nukleona. U dva poglavlja o 
nuklearnoj spektroskopiji obrađuje se sistematika jezgri, spektroskopska 
klasifikacija te različiti nuklearni modeli. Slijedi opširan prikaz teorije 
nuklearnih reakcija počevši od elementarnih pojmova pa sve do for- 
malne teorije Wignera i Eisenbuda. 4—, y— i /— raspadanje jezgri 
obrađuje se u slijedeća tri poglavlja, i toy—i P — procesi iscrpno. Knjiga 
završava kratkim pregledom o modelu ljuski i sa dva veoma korisna 
dodatka o kuglinim funkcijama i multipolnom zračenju. 

Knjiga sadrži mnogo gradiva, koje još uopće nije bilo publieirano 
ili barem ne izlozeno u jednoj sustavnoj formi, kao na pr. teorija nu- 
klearnih reakcija, teorija multipolnog zračenja, Wignerova teorija nu- 
klearne spektroskopije, i t. d. Popis oznaka, koji se nalazi na koncu sva- 
kog poglavlja, olakšava upotrebu knjige kao priručnika. Tehnička opre- 
ma knjige je izvanredna. Iz svega ovog se vidi, da se ova jedinstvena _ 
knjiga može samo najtoplije preporučiti. sa. 


Ivo Babić Gjalski 


fi 
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IZ DRUŠTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 
eo o >>+—- 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


13) 15 LVaRLO9531 Dr. R. Vernić: Periodiéna rješenja problema triju 
tijela 

Ponajprije se elementarno dokazuje potpuna regularizacija pro- 
blema triju tijela transformacijom Sundmanova tipa, koju je autor uveo 
u svojoj disertaciji 1951. Zatim se s pomoću nje transformira Lagrangeo- 
va formula i s njom isključivo dalje operira. Ta jednadžba među svojim 
periodičnim rješenjima sadrži sva periodična rješenja problema triju 
tijela, jedino to ne vrijedi u restringiranom problemu. Formalno se ta 
jednažba može potpuno integrirati. Svi izvodi provjeravaju se na pro- 
blemu dvaju tijela. 

Na periodična rješenja te jednadžbe primjenjuje se teorija Greeno- 
vih funkcija iz rubnih problema običnih diferencijalnih jednadžbi i 
uspostavlja veza s teorijom integralnih jednadžbi. Time se dobiva opći 
uvjet za periodična rješenja, koji je uz isključenje sudara nuždan i do- 
voljan. Završnim teoremom dokazuje se, da su jedina periodična rje- 
šenja općeg problema triju tijela Lagrangeova egzaktna rješenja isto- 
stranog trokuta ili pravca. 


14) 8. IV. 1953. Struéno-pedagosko veče: 


a) Prof. G. Šindler: O nastavi fizike u Zapadnoj Nje- 
mačkoj, 

b) Diskusija o novom nastavnom planu (Referenti: 
Prof. I. Smolec i prof. G. Sindler). 


15) 15. IV. 19583. S. Kurepa: Analitička teorija hermitskih operatora 


Prikladna korespondencija između funkcija izmjerivih u smislu Le- 
besgue — Stieltjesa s obzirom na zadanu mjeru i nekog skupa S linear- 
nih operatora u unitarnom prostoru, generira dekompoziciju E (A). De- 
kompozicija jedinice, shvaćena kao operatorska mjera, omogućuje defi- 
niciju integrala, koji analitički realizira postavljenu korespodenciju. Svi 
operatori u S su normalni, i funkcije su hermitskog operatora A, rezol- 
venta kojega je dana izrazom: 


(§ realna variabla, A proizvoljan kompleksan ne-realan broj, A& točka 
€ shvaćena kao interval). Pomoću E(A) karakteriziran je spektar ope- 
ratora A. Na sličan način karakterizira se spektar svakog operatora iz S 
pomoću njegove spektralne funkcije, koja se dobije iz E(A) kao trans- 
formacija mjere. Na kraju je skiciran dokaz, da je svaki normalni ope- 
rator funkcija nekog hermitskog operatora A. Za unitarne operatore ta 
funkcija ima oblik e'4. Time je pokazano, da su normalni i samo nor- 
malni operatori funkcije hermitskih. 
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16) 22. IV. 1953. Veée slobodnih tema, saopcenja i razgovora: 


a) Dr. D. Pejnović — Dr. B. Marković: 
Termomagnetski mehanizmi Stefana i Tesle, 

b) Ing. B. VoSicki: Generator impulsa trajanja 0,3 
usec, 


c) Dr. Z. Janković: O Hermiteovoj diferencijalnoj je- 
dnadžbi. 


17) 29. IV. 1953. Asist. Ing. B. Jakšić: Savremeno stanje mezonske teo- 
rije 

Iznesen je pregled stanja u mezonskoj fizici, eksperimentalnoj i 
teoretskoj. Iznesena su sva moguća linearna vezanja u teoriji i veze, 
koje vrijede između njih u izvjesnim slučajevima (Dysonove transfor- 
macije). Zatim je kratko izložena metoda regularizacije t. j. pravljenja 
divergentnih izraza konačnim uvodeći pomoćna nefizikalna polja (Feyn- 
man, Pauli-Villars, Gupta). Problem uklanjanja divergencije renormali- 
zacijom tretiran je ukratko navodeći samo koje se teorije mogu renor- 
malizirati. Na području nuklearnih sila diskutiran je nedavni rad Le- 
vrya, korigiran po Kleinu. Sa eksperimentalnog područja iznesen je 
redosljed najvažnijih otkrića nestabilnih teških čestica i V-čestica, kao 
i dosada poznati podaci o masi, spinu i raspadu tih čestica. 


RS) 6: V-.1953: Dr. R. Vernić: Uvjeti sudara u problemu triju tijela 


Najprije se izvode dinamička ekstremalna svojstva sudara u pro- 
blemu triju tijela nadovezujući na J. Chazya. Zatim se dokazuje funda- 
mentalni rezultat, da se nikakovi sudari ne mogu gomilati u konačnosti. 
Sundman je bio 1909. dao za to djelomični dokaz, za koji je autor 1951. 
pokazao, da nije dostatan. Napose izlazi, da je više nego jedan trojni 
sudar moguć samo kod periodičnih gibanja. Zatim se direktno elemen- 
tarno izvodi ekvivalentnost t. zv. imaginarnih trojnih sudara 1. i 2. vrste 
u općem problemu triju tijela. Najzad se iz transformirane Lagrangeove 
jednadžbe dobivaju nužni uvjeti, da neka određena trajektorija problema a: 

sadrži sudare, no za praktičnu upotrebu ti uvjeti nisu prikladni. 


S519) “13. V.1953. Stručno-pedagoško veče: 


Prof. V. Marinović: O metodici zadataka u nastavi 
fizike u srednioi školi. 


20) 27. V. 1953. = Veče slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 

a) Prof. D. Mitrović: Jedno svojstvo brojne funkcije 
polova meromorfne funkcije konaénog reda, 

b) Dr. V. Lopašić: O magnetskoj lančanici, 3 

c) Dr. D. Blanuša: O najvećim poznatim primbroje- 
vima, : : : 

d) Dr. D Kurepa: Formula Sierpinskoga, koja obuh- 
vata sve prim-brojeve. 


a 
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21) 3. VI. 1953. Ing. K. Prelec: O dekatronima i dekatronskim bro-— 
jilima (s demonstracijama). 


Prednost elektronskih brojila, koja su do nedavno bila isključivo: 
u upotrebi, sastoji se u tome što se mogu konstruirati i za brojenje im- 
pulsa u razmacima kraćim čak od 0,000001 sek., dok im je mana veliki. 
potrošak cijevi i struje. Pred dvije godine pojavili su se na tržištu deka- 
troni, plinom punjene cijevi s više hladnih katoda. Registriranje broja 
primljenih impulsa vrši se prebacivanjem katodnog tinjanja s jedne ka- 
tode na drugu. Takvih stabilnih položaja tinjanja ima 10 i nakon primlje- 
nog desetog impulsa daje se impuls slijedećem dekatronu, koji će na 
taj način registrirati desetice. Prebacivanje tinjanja vrši se posebnim 
sklopovima posredstvom pomoćnih katoda. Dekatronska brojila prikladna 
su za registriranje impulsa, koji dolaze u razmacima od 0,0005 sek., no 
autoru je uspjelo taj razmak smanjiti na 0,0001 sek. (10000 impulsa u 
sekundi). Ta ograda predstavlja u usporedbi s elektronskim brojilima 
nedostatak, ali radi jednostavnosti konstrukcije i velike uštednje mate- 
rijala imaju dekatronska brojila široko područje primjene. Takvo brojilo 
bilo je prikazano tokom samog predavanja. 


Il. KONGRES MATEMATIČARA I FIZIČARA FNRJ 


Plenum Saveza matematičara i fizičara FNRJ donio je na svojem 
zasjedanju od 26. i 27. rujna 1953. odluku, da se II. Kongres matematičara 
i fizičara FNRJ održi u Zagrebu početkom listopada 1954. a ne, kako je_ 
ranije bilo predviđeno, u mjesecu studenome 1953. Program kongresa. 3 
ostaje nepromijenjen, samo su izmijenjeni ranije | objavljeni rokovi u 
vezi s Kongresom. 

Matematičari i fizičari, koji žele; na Kongresu iznijeti Seance 
neka do 1. ožujka 1954. pošalju Kongresnom odboru svoje republike | 
ieee tih saopćenja, a do 1. svibnja 1954. kratak sadrzaj ae. 
e enja. Referate Saveznih komisija treba dovršiti F 
svibnja 1954. 


Sve daljnje obavijesti u vezi s Ko 
dostavljene aera vezi s Kongresom bit će objavljene oc 


2 3 Republički kongresni Odbor 
~ pri Društvu Zagreb, Marui go NR Hi 


Sonatas hess 


. 
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RJESENJA ZADATAKA 164, 166, 167, 168* 


164. Dan je oštrokutan trokut A ABC. Neka se konstruira kruž- 
nica k tako, da je trokut /\ A,BiC,, čiji su vrhovi polovi stranica danog 
trokuta za tu kružnicu, sukladan danom trokutu. 

Zadatak dostavio V. Niče. Riješio ga je R. Draščić, Zagreb. Djelo- 
mično su ga riješili D. Cvelić, Zagreb i F. Petričević, Osijek. 

Cvelić rješava zadatak analitički, a Petričević sintetički, no oni su 
previdjeli neke moguće slučajeve. Draščić ga rješava ovako: 

1. Ako je zadani trokut sličan svom polarno pridruženom trokutu 
s obzirom na kružnicu k, tada je on sličan svom polarno pridruženom 


trokutu i s obzirom na bilo koju kružnicu koncentriénu sa k. Promjena 


radiusa kružnice dovodi, naime, samo do translacije stranica, čime se 


sličnost ne narušava. 


2. Da bi trokut ABC i njemu polarno pridruženi trokut A,B,C, 
(Sl. 1., 1 Sl. 2.) bili slični, nužno je i dovolino, da središte kružnice bude: 

ili a) na kružnici opisanoj danom trokutu, isključujući vrhove, 

ili b) u ortocentru, isključujući pravokutne trokute. 

Dokaz: Stranice polarno pridruženog trokuta A,B,C, uvijek su 
okomite na spojnice SA, SB i SC središta S kružnice i vrhova trokuta 
ABC. Zato, ako je A ABC ~ A A,BiC, i ako su a, f i y kutovi trokuta 
ABC, to mora biti 

(*) KBSC =a ili 1800 — a, XY CSA=6 ili 1800 — B 
i X BSA=y ili 1800— y. 

To pak može biti jedino onda, ako je S na trokutu ABC opisanoj 
kružnici ili u sjecištu kružnica ovoj simetričnima s obzirom na stranice 
danog trokuta, t. j. u ortocentru. To je i dovoljno, jer za svaku točku S 
na opisanoj kružnici ili u ortocentru vrijedi (*). Jer su stranice polarno 
pridruženog trokuta okomite na krakovima ovih kutova, to kutovi tog 
trokuta mogu imati samo vrijednosti (*). Od ovih osam kombinacija mo- 
guća je jedino kombinacija (a, f, y), t.j. tražena sličnost. 

3. Razmak polova A: i Bi dvaju danih pravaca a i b ne ovisi o izboru 
središta nego samo o radiusu kružnice. Uvijek je, naime, moguće uz pro- 


. izvoljno središte jednoznačno odabrati takav radius da A,B, bude je- 
| dnako nekoj unaprijed danoj dužini. ' 


Zaključak: Ako se kao centar kružnice odabere bilo koja toč- 


ka na opisanoj kružnici (isključujući vrhove) ili u ortocentru (isklju- 


čujući pravokutne trokute), osigurana je sličnost polarno pridruženih 
trokuta. Treba još samo odabrati radius tako, da jedna stranica pridru- 
ženog trokuta bude jednaka korespondentnoj stranici danog trokuta, či- 
me se postiže tražena sukladnost. 
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166. Kada je racionalna potencija racionalnog broja racionalan broi? 

Zadatak s rješenjem dostavio je V. Devidé, Zagreb. Ispravno su ga 
riješili S. Pešić, Beograd, G. Čupona, Skopje i T. Leko Beograd. 

Iz 


EE (5) = 


gdje su ai b, ciuivd, sri Tr parovi nae relativno prostih prirodnih. 
brojeva, slijedi 
(2) dd=bc. 

Budući da se svaki prirodni broj može samo na jedan način rasta— 
viti u produkt primfaktora, slijedi iz (2) 
(8) a=c. b=d. 

Rastavimo li a i c na primfaktore, dobit ćemo 
dame a=1p+, e= lp)? .. 
što uvršteno u (3) daje t,;s = v,r. Kako su s i r relativno prosti, mora. 
biti t=kr vj =k, s. Iz (4) sada dobivamo 


(5) a= (Ipii by ST. a (I pi y = sE 
analogno je . < 
(5a) = hz 


Prema tome, nuždan uvjet, da a/b exp s/r bude racionalan broj 
jest, da bude a=m', b=n, gdje su m i n prirodni brojevi; ako je taj 
uvjet ispunjen, onda je snore strana u (1) ae sila ns dia = jest racio~ 


nalan broj, pa je dje Id m : ag 
5 TETI. , i x Fie Les iur et ahs a 
| seen 3 L. AKG: Nad moja S K 
ija Ga. ak: Marea Ž 
e M u Baš S je i ša OAS 
‘ nena . i sams 
Out ile log. we _.=1, ito = i i 


*° sbDI 


im oće it = aS 1 
Zadatak je s rješenjem dostavio T. 
Jali I. Lah, | 
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x—1 


frav={a-oa=—Fa-w4c=—F/ vy) +6. 


T. Leko shvaća zadanu jednadžbu kao specijalni slučaj općenitije 


jednadžbe 
gore 
@ (rw) = 6 (x), 


[rd = i) u@ (u)du+C, 
: @ (uy = B(x), 
kako je lako provjeriti. Specijalni slučaj 
B (x) = (x — 1) ex 


gdje se dobiva 


odgovara zadatku. 


D. Cvelić rješava zadatak pod nešto opéenitijom pretpostavkom, da 
je logaritam uzet za bilo koju bazu a (dok se u zadatku misli prirodni 
garitam). Rezultati u priposlanim rješenjima naoko su različitog oblika, 
ali se pomoću zadane jednadžbe Iako vidi njihova istovjetnost. 


168.* Dana je kružnica sa središtem S i unutar kružnice točka T. 
ska se na kružnici odredi točka M tako, da periferijski kut <( SMT, 
jedan krak prolazi središtem kružnice, a drugi kroz danu točku, 
le najveći. 

Zadatak s rješenjem dostavio je T. Leko, Beograd. Rješili su ga: 
ganovié, Banja Luka; L. Krnić, Šibenik; I. Matulić, Osijek; B. Pav- 
ić, Zagreb; Đ. Popović, Vranje; O. Redi, Vranje; I. Smolec, Zur? 
Trajić, Beograd; D. Ugrin-Sparac, Zagreb. 

D. Trajić i D. Ugrin-Šparac ovako rješavaju zadatak: Neka su M, 
dt bilo koje tetive točkom T. Jednaki kutovi na bazi isto- 


= Kut: biti najmanji, kada: _tetiva M, Mp točkom T bude najmanja, 
da i samo onda, kad je M, M, M: ST. Postoje, dakle, dvije točke M 


g trokuta M, M, S bit će najveći, kada kada < M, S M, bude najmanji. sasa 


koje ae pz las _To su ee es koja prolazi ZZ Ps 


160 : 


ZADACI 


174.* Neka se iz sistema 
2 sin « — sin f = 2a, 
cos 4 —cos f = 2b, 
cosec a — cosec fp = 2c 
«eliminira « i f i tako odredi odnos između veličina a, b ic. 


(Dostavio V. Jirasek) 


4175. Dokaži da za svaki trokut sa stranicama a, b, c i kutovima 
a, f, y vrijedi 


do (by — cf)? + (ca — ay)? + (ab — ba)? < x 
Sons ; (a+ bc)? 4 
oe (Procjena se ne može pooštriti.) i. 
Re oe ® (Dostavio D. Blanuša) 


126. Dokaži: Karta na kugli može se onda i samo onda obojiti 
s dvije boje (tako da su polja sa zajedničkom granicom različito obojena 
ako se ona može nacrtati u jednom (zatvorenom) potezu. ' 

(Pretpostavlja se da je karta suvisla, t. j. da se iz bilo koje točk 
na jednoj od njenih granica može doći do bilo koje druge takve to 
putujući samo duž granica, te da su granice po odsječcima glatke kr 
_vulje i da ih ima konačan broj. Pod »zatvorenim potezom« razumij 
ose potez, u kojem je početna točka identična sa s iu koj 
eo jedna granica karte nije predena dvaput.) 


(Dostavio V. Devidé) : 


A 


Pričre de bien vouloir envoyer les périodiques a l'adresse suivante 


Društvo matematičara i fizičara NR Hrvatske, Jugoslavija 
Zagreb, Marulićev trg 19 


AUX COLLABORATEURS DU »GLASNIK« : 


Les collaborateurs sont prićs d'adresser les articles et la corre- 

spondance a la rédaction de »Glasnik matematičko-fizički i astronom- 

ski«, Zagreb, Marulićev trg 19. 

: Les manuscrits doivent étre écrits A la machine avec interligne 

sur une cété de la feuille. Les formules doivent €tre numérotées afin 

@éviter leur répétition dans le résumé. Les auteurs étrangers sont 

_invités de rédiger le.résumé dans leur langue, la redaction se chargeant 

de le traduire en croate. E 
Les auteurs recoivent a titre gratuit 50 exemplaires de tirages 

a part. 


SARADNICIMA »GLASNIKA« == = 


Članke i dopise treba upućivati redakciji Glasnika matematičko- : : = 

= fizičkog i astronomskog, Zagreb, Marulićev trg 19. : : 
: Clanci neka su jezitno korigirani i pisani strojem sa proredom na 
jednoj strani papira. Uz svaki članak neka je priložen sadržaj na kojem 
od svjetskih jezika i to približno do jedne trećine opsega članka. Pri — : 
tom neka se formule iz članka u sadržaju ne ponavljaju. Zato treba du 
= članku formule numerirati i u sadržaju se na njih pozvati. Glasniku 
= se mogu poslati i članci na kojem stranom svjetskom _ jeziku. U-tom=— 
slučaju neka se priloži sadržaj na hrvatskom jeziku. Autori iz inozem- 
stva mogu poslati uz članak i sadržaj na svom jeziku. Taj će dni 
uredništvo prevesti na hrvatski. —— 3 SSS 
Autori dobivaju 50 separata besplatno. : Bo = Se 


IZ Z REDAKCIJE 


& . Nicola Zanichelli, Bologna - Atlas Publ. & Distr. do. Lid., Londo 
M ee York = H. et phe oe ; sys aby - Friedr. Kilisn's s Nachfolger 

- t & C.ie, Lausanne - illegas, Madrid - fs 
Rude nano The Maruzen Co., Tokyo. 


»SCIENTIA"? 


REVUE INTERNATIONALE DE SYNTHESE SCIENTIFIQUE 

(UNE REVUE QUI TRAITE DE TOUTES LES SCIENCES 

(1953 - 47 année) 

att, G. COLANNETTI <A. GHIGI - E. GIORDANI 
Comité Scientifique: G. ABETTI - R. ALMAGIA . “ E 
2 L IDA - G. MONTALENTI - A. NICEFORO za 
ske SR PERSICO = M. PONZO oe. RONDONI - F. SEVERI 
»SCIENTIA« est la seule Revue de son genre qui: ait une diffusion mon= | 
diale — traite les problemes les plus récents et les plus fondamentau 
de chaque branche du savoir — puisse se flatter d’avoir parmi ses colla 
borateurs les savants les plus illustres du monde entier — publie le 
articles dans la langue originale de leurs Auteurs (francais, italien, 
anglais, allemand, espagnol). — Chaque fascicule contient en Supplémen 
la traduction francaise intégrale de tous les articles publiés le text 
os dans une langue autre que le francais — C'est pourquoi 
B »SCIENTIA« offre le plus grand intérét a tous ceux qui, dans oe 1 
> Pays, recherchent le Savoir. 


Des reriseignements, prospectus et un fascicule gratuit ancien (années 194] a ea ee 
seroni expédiés contre envol a - 


»SCIENTIA« - ASSO (Como, Italie) 


de 100 frs (ou somme équivalente en autre monnaie 
en timbres - poste de Votre pays, préférablement de 
la poste aérienne 
: a pur ‘remboursement des frais d'expédition et d’ affranchissement. g 
: iG un fascicule de l'année au iy veuillez eee F. F. 430,— qui seront dedafd" 
de I'abonnemen 


Ze: i 
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~ DRUŠTVO MATEMATIKOV IN FIZIKOV LRS IZDAJA x as 


- OBZORNIK ZA MATEMATIKO IN FIZIKO | 


Lie oh Naročnino 250 Din nakažite na čekovni račun“ pri Narodni ban 
Ljubljana, štev. 604-T-207. Dopise pošiljate in list naročajte na naslov, 
“Obzornik za matematiko in fiziko, Ljubljana post, reg GIF e ge 


DRUSTVO MATEMATICARA I FIZIČARA NRS izdaje taxopis 


2 VESNIK > 
DRUŠTVA. MATEMATIČARA I FIZIČARA NR SRBIJE 


Pretplata od 400 Din se šalje na adresu »Naučna knji 
Knez Mihailova br. 40/IV. Pošt. fah 690, ili preko čekovnog rači una 
(01-T-297. (Na. os čekovne uplatnice naznačiti da 
at. i Po : Pe aš 


izdaje Pedra 3 
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